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AVERTISSEMENT. 




Ck Mémoire, qui offre une sorte de Complément ana- 
lytique à la Théorie des Fonctions circulaires , a été 
composé en i8aa , et lu à l’Académie des Sciences au 
mois de mai i8a3. On le donne ici sans aucun chan- 
gement notable, mais avec une Addition importante: 
elle est relative aux développemens des cosinus ou sinus 
d’arcs multiples par les puissancesr/escew/flufes du cosinus 
de l’arc simple , et forme en entier le IV' paragraphe de 
ce Mémoire. 
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L’ANALYSE DES SECTIONS ANGULAIRES. 


Or sc propose ici d’approfondir, et de perfectionner en plusieurs 
points, les formules générales qui se rapportent à l’analyse des fonc- 
tions circulaires. 

Cette analyse, aujourd’hui si étendue, est, comme on le sait, le 
fruit des travaux successifs des plus grands géomètres, depuis notre 
célèbre Vi'ele jusqu’à Euler, à qui elle est principalement rede- 
vable ; et l’on en peut voir, dans le Calcul des fonctions dérivées 
de M. de Lagrange, une histoire aussi curieuse qu’instructive. Cet 
illustre géomètre y démontre, d’une manière élégante, la généralité 
de ces dcveloppemens qui donnent les sinus ou les cosinus d’arcs 
multiples, par les puissances du sinus ou du cosinus de l’arc simple ; 
et réciproquement, celles qui expriment les puissances par le moyen 
de ces arcs multiples; formules très claires, et bien faciles à établir 
pour le cas d’un multiple ou exposant quelconque entier, mais 
qu’on n’avait encore généralisées jusque là, c’est-à-dire, étendues à 
un exposant quelconque fractionnaire, que par une sorte d’induction 
ou d’analogie. L’auteur généralise très bien ces différentes formules, 
il y ajoute encore quelques corrections et remarques nouvelles qui 
les perfectionnent, et qui semblent ne plus rien laisser à désirer sur 
l’analyse complète des sections angulaires. 
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Mais, en examinant de plus près cette analyse, j’y ai reconnu 
une nouvelle imperfection qui peut rendre les formules incom- 
plètes ou inexactes, et qui, dans tous les cas, leur fait perdre cette 
généralité absolue qu’on doit toujours retrouver dans les expressions 
de l’Algèbre. 

Ces imperfections, <jui ont échappé jusqu’ici aux géomètres, 
pourraient être rendues sensibles à la seule inspection des formules 
générales dont il s’agit. En considérant, par exemple, la formule 
qui exprime le cosinus d’un arc multiple, par les puissances entières 
du sinus de l’arc simple, on voit une équation dont il est impossible 
que les deux membres aient actuellement la même généralité. Car 
imagine? l’arc augmenté d’une ou de plusieurs circonférences, il 
est évident que le sinus ne change point, et que par conséquent la 
série, qui ne contient que des puissances entières de ee sinus et des 
membres comlaus , conserve toujours la même valeur unique, tandis 
que le premier membre acquiert plusieurs valeurs différantes, et 
même, comme on sait, toutes réelles. Ainsi la formula connue, si 
elle est vraie dans le cas d’up multiple fractionnaire , ne l’est certai- 
nement que pour un seul des différées arcs dont je viens de parler, 
et doit être fausse pour tous les autres. On ne pourrait pas même 
dire ici que cette formule est uniquement présentée pour l’arc simple 
que l’on considère , et non pas pour cet arc augmenté de plusieurs 
circonférences; car en ne l’appliquant qu’aveo cette restriction à un 
arc compris dans le second quart de la circonférence , ou arriverait 
encore à une valeur faussq. 

La source de l’erreur, comme on le verra, est dans une détermi- 
nation trop particulière des coefficiens de la série. Ces coefficiens 
sont bien des quantités constantes, mais leurs valeurs ee sont pas 
simples, comme on le suppose; elles sont multiples, et du. même 
degré de multiplicité que la fonction que l’on considère : de aorte 
qu’en rétablissant la véritable expression de ces constantes, la fcr- 
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mule reprend toute l’exactitude et toute la généralité dont elle est 
susceptible. On peut dire la même chose des formules analogues à 
la précédente, et qui sont également incomplètes. Le défaut de ces 
expressions tient encore À l’oubli de Cètte équivoque qui est essen- 
tiellement Attachée aux fonctions circulaires, comuie aux signes 
radicaux; d’où il résulte que l’esprit, ne procédant plus que par la 
synthèse, ne voit guère qu’une des valeurs de la fonction dont il 
s’oceupe, et néglige toutes les autres, dont le concours est pourtant 
nécessaire è la généralité de ces expressions analytiques. 

Les mêmes imperfections et de nouvelles difficultés se rencontrent 
aussi dans les formules réciproques, où l’on développe les puissances 
quelconques du sinus ou cosinus d’un arc simple, en une suite de 
cosinus ou d<f sinus d’arcs multiples : elles peuvent se remarquer 
encore dans la plupart des dcveloppemcns généraux en séries, et 
même dans la formule du binôme de Newton ; et j’ai cru qu’il était 
d’autant plus nécessaire de les relever et de les faire entièrement 
disparaître, qu’elles touchent ainsi aux principes fondamentaux de 
PAoalyae.0 

Et d’ailleurs, la théorie des angles, éonsidérée en elle-mêmè, rie 
parait ni moins importante, ni, pour ainsi dire, moins fondamen- 
tale. Elle n’appartient pas seulement à la Géométrie, comme on 
pourrait le croire d’abord; mais c’est èticore une partie essentielle 
de Panalyse mathématique. Ces quantités remarquables, -ou plutôt 
ces rapports, auxquels la Géométrie donné naissance, et qu’ou 
nomme les angles, Se présentent en Algèbre d’une manière aussi 
naturelle et aussi nécessaire que les exposans Ou les logarithmes. 
Pat leurs propriétés toutes semblables, elles en sont même insépa- 
rable*. Car si la division du logarithme en parties égales répond à 
l'extraction de la racine d’une quantité réelle, la division de l’angle 
eri parties égales répond de même à l’extraction de la racine d’une 
quantité imaginaire. Or, ces quantités réelles, et celles qu’on nomme 
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imaginaires, se présentent également toutes deux dans nos trans- 
formations analytiques ; elles se mêlent, pour ainsi dire, à tous nos 
calculs, et c’est même dans cette combinaison de symboles réels et 
d’imaginaires que consiste la nature propre et le caractère distinctif 
de l’Algèbre. On voit donc que cette science, pour l’exécution ac- 
tuelle des opérations qu’elle indique, exige à la fois la considération 
des angles et celle des logarithmes. 

Dans la vue d’abréger les calculs ordinaires dp l’Arithmétique , les 
géomètres ont d’abord imaginé les logarithmes; et, pour l’usage 
particulier de la Trigonométrie, ils ont ensuite construit des taldes 
de sinus. C’étaient en apparence deux objets différens qu’ils s’étaient 
proposés; mais on voit qu’ils avaient travaillé, sans y songer, aux 
deux (fcrties intégrantes d’une seule et même théorie. Car une table 
de logarithmes, à laquelle ne serait pas jointe la tajjde des sinus, 
serait une table incomplète pour l’Analyse : l’une et l’autre n’en 
forment au fond qu’une seule , dont elles sont comme les deux 
moitiés inséparables. A la vérité, ces tables se trouvent réunies 
depuis long-temps pour la commodité des calculateurs; mais je veux 
dire que cette réunion, qui ne paraît due qu’à une sorte de conve- 
nance particulière, doit être aujourd’hui regardée comme tenant à 
la nature même de la science mathématique. Si l’on eût d’abord 
considéré les choses de ce point de vue général , comme il aurait 
paru tout aussi naturel et aussi facile d’opérer sur les imaginaires 
que sur les quantités réelles, les géomètres ne se seraient point 
arretés si long-temps à la considération de ces cas singuliers, où les 
inconnues, quoique réelles, ne se présentent pourtant que sous la 
forme d’imaginaires , et il est très vraisemblable que le fameux cas 
irréductible n’eût pas même été remarqué. 

Je ne présente, en passant, ces réflexions que dans l’intérêt de la 
philosophie de la scieuce, partie trop négligée par la plupart des 
auteurs, et peut-être la plus digne d’être cultivée; car nos formules 
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et nos théorèmes les plus remarquables sont bien moins utiles et 
moins précieux en eux-mcmes que cette sorte de métaphysique qui 
les éclaire et les domine , et . qui seule peut rendre à l’esprit de 
nouvelles forces quand il faut se conduire et s’avancer plus loin 
dans les sciences. J’ai voulu d’ailleurs justifier en général les détails 
nombreux et assez délicats qu’on trouvera développés dans ce Mé- 
moire; et c’est ce que je n’aurais pu faire ici, d’une manière plus 
particulière, sans entrer dans une foule de calculs et d’explications 
analytiques qui né - pourraient faire l’objet d’un discours clair et 
bien suivi. , ... 

' -, .••••• 1 ' » • '.j 


Mais avant d’entrer en matière, il faut dire deux mots du théorème 
de Moivre , et du sens multiple de la formule qui l’exprime. 

En désignant par x un angle pu arc quelconque considéré dans 
le cercle dont le rayon est i , et par m un exposant quelconque , 
on a, comme on sait, 

’ - - >. i • 

(«os x -f- — i sin xY = cos mx -f- 1/ — 1 sin mx, 

formule que l’on doit à Moivre , et qn’on peut regarder comme la 
source de toute l’analyse des sections angulaires. 

Cette belle formule, dont le théorème de Côtes n’est qu’un cas 
particulier, peut se démontrer sur-le-champ par les premiers prin- 
cipes de l’Algèbre et de la Géométrie, et cela, pour un exposant m 
quelconque entier ou fractiôntïaire. C’est ce qu’Euler a fait voir 
par la simple multiplication , et par les expressions connues qui 
donnent le sinus et le cosinus de la sommé ou de la différence de 
deux arcs, y» > 1 r . ~ j * t j — ( * — ç- - -, , 

Quand l’exposant rnest entier, les deux membres de cette équation 
ne présentent qu’une seule valeur; ou si l’ou veut en considérer 
deux, à cause de l’ambiguité qui est attachée au radical \/ — 1 , on 
voit qu’il y a également deux valeur* pour le premier* membre, et 
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deui pour lé second ; dé sorte q«fè les deux expressions ont k même 
èténdtfé, et tp» l’équation qui eh résulte est pàfftite. 


Mais, si l’exposant m est un membre fractionnaire ^ , le premier 
membre de l’équation 

(co* x 4“ t/““t sinar)» ta» cos» jf •+■ ÿ*~i sin» x 


nous présente q valeùrs différentes, â cause du radical du degré q, 
et le second n’en présente actuellement qu’une seule. 

Or, pour voir dans lies deux membres de cette équation la 
même généralité, comme cela doit être en analyse, il faut supposer 
qu’on prend, pour l’arc x, non-seulement cet arc , mais encore tous 
ceux qui ôrit le même sinus et le meme cosinus, et qui sont x , 
J? + a c, aî 4~ dé, été., c désignant la circonféreriCe entière. 
Par cetlë supposition, lé pré toi ér membre côfasérve lés niêmeS Va- 
leurs qü’ auparavant'; ïnais lé Second en prehd <} différentes qui 
proviennent des arcs x, x-\- c , x-\ -ac, aî-f-3c, été. jusqu’à 
x + (y-“ i )c i et de oetta manière^ les deux membres de liéquation 
ont précisément la même étendue, car si l’on continuait d’ajouter 
la cfreortférence, ou mmôherait xar lès mêmes valeurs à l’infini. 

Lorsqu’on supposé 1 HâiaiiO , ces Vafëtits deviennent les expres- 
sions éotlnûes dés dtterantiès raclùei ^* de hrnlté : et c’est cé qui 

confirmerait au besoin ce que j*ai dit tout à l’heure. Car les q 

« ■■■' ■ 

valeurs du premier membre \/cospx 4- i/ — i sin^x ne sont autre 
chose que l’une quelconque d'entre elles multipliée par les q racines 
différentes de l’unité- Or, ces racines de l’unité se trouvant par 

l’expression cos ^ -f- j/— i sin — , en donnant à e les q valeurs en- 
tières o, i, a, 3, etc. q — i, on voit que, si l’on prend une des va- 
leurs du premier membre de notre .équation , telle que 


cos^jo 4“ V — * 


• P 
sin -je , 


« . 



DES SECTIONS ANGOLAISES. 


9 


et qu’on la multiplie par 

$ 

ec , , . ec 

cos — + v — i sm — , 

? 9 * 

on aura le produit > 

v , • t • * 

px -f* ec t , px-t-ec 

cos- — - — + y — t sm , 

9 9 

qui exprimera les q valeurs différentes du premier membre, en don- 
nant à e les valeurs o, i, a, S, etc. q — i. 

Mais, p étaDt premier à q , comme on peut toujours le supposer, 
il est clair que les valeurs de e reviennent (dans un autre ordre , ce 
qui est indifférent) à celles de pe relativement au même nombre q. 
On peut donc, dans l'expression précédente, au Heu Je e, mettre pe, 
et cette expression devient 


cos ^ Çx -f- ec) -f- j/ — i 


;(*-f m 9c)i 


ee qui n’est plus entre chose que le second membre de notre équa- 
tion ,où l’on augmente successivement l’arc x des différens multiples e 
de la circonférence. 


Toutes les fois donc qu’on passe des puissances de siuus ou cosinus 
aux sinus et cosinus d’arcs multiples, il faut concevoir l’arc aug- 
menté des différens multiples q, i, a, 3, 4 , «té- de la circonférence 
du cercle, et l’on obtient ainsi toutes les valeurs différentes des 
expressions analytiques que Ton considère. C3est une attention qu’on 
doit toujours avoir dans la théorie des angles ; et poqr y avoir man- 
qué, quelques auteurs n’ont pas prévenu certaines dUÜCuUés qu’on 
a trouvées dans leur analyse, et ceux qui les ont rencontrées ne les 
ont pas toujours résolues. 
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' . 1 — , ' .... 

Développemens généraux des cosinus et sinus (Tares multiples en 
séries ascendantes suivant les puissances entières du cosinus de 
l'arc simple. 

■ ■ • •: ..j.:. n '■■■. i . ’ 1 ■ !. .• .1 

i. Soient, pour abréger, cos x=zp, et sin x = ÿ ; et supposons 

d’abord qu’on veuille développer cosmx suivant les puissances 
ascendantes de p ou cosx. 

On aurait donc cos mx = «y* -{-etc., et le pro- 

blème est de déterminer les coefficiens a, b, c, d, etc. de manière 
que la formule générale ait lieu pour toutes les valeurs possibles de m. 
Or on a 

cosmx -f-j/ — i sin mx = (cosx-f- \/ — isinx)^==fp-f- \Jp % — i)"=z, 
cosnuc — / — i sinmx=(cosx — y/ — isinx)“= (/>-{- \Jp % — 
et par conséquent, 

acosmx = z -f- -, et ai/ — i sin mx — z — 

* - .. « 

Ainsi tout se réduit à trouver le développement de 

a = (p+ Vp^r 

suivant les puissances ascendantes de p. 

Nous supposerons donc qu’on ait '1 ■ 1 • 

z = A -f- By -{- Cp % + D/? 1 -{- Ep* -f- F p* -f etc., 

et nous allons chercher à déterminer d’une manière générale les 
coefficient A, B, C, D, E, etc. 

a. On y pourrait parvenir directement par la formule du binôme 
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de Newton ; mais il est à la fois plus clair et plus facile de suivre 
ici la méthode employée par M. de Lagrange dans la Leçon XI* de 
son Calcul des Jonctions. Elle consiste à déduire de la proposée 

3 = {p + Vp m — «)" 

l’équution dérivée du second ordre 

mz — pz — (p‘ — \)z‘ — o, 

et a y substituer, pour a, a', a*, leurs valeurs tirées de l’expression 
3 — A Cp'-}- etc. : après quoi, on ordonne le tout 

suivant les puissances de p, on égale à zéro chacun des coelüciens , 
et l’on trouve 


/ ■ m ' A t? m'.m ' — 4 A A-. m'.m' — km ' — 16 

L — ~t a > e =— 31~ a ’ G=a — - a » etc > 

n m ’ — 1 n r, m% — 1 .m ' — 9 .. . . m ' — 1 .m* — am*— a 5 n 

D =~rr B > F =— 3.4.5 D » H == - a - . 3 . 4.5 6 —~’ B ’ etc -’ 

dont la loi est manifeste. 

On a donc, pour le développement de z—(p-]~ \/p ‘ — 1 )", 


s=a{i — 


m“ . m % — 4 j • 

TM>- 


o'-f- etc. j 


2. 3.4. 5.6 

1 nf_ I m ’ — I ■ rn' — q , m’ — 1 . m' — q .m' — a 5 . . 1 

+B \P 7TP+ — M-s -V p ’+* tc } 


où les deux coefliciens A et B sont encore inconnus, et doivent 
être déterminés par la nature de la fonction (p- f- yfp‘ — 7)“ qu’on 
a développée. * 

11 est évident que le premier A est égal à ce que devieut cette 
fonction a quand on y fait p — o, et que le second B est égal à ce 

que devient a' ou quand on y fait p—o. Or, eu faisant p 

nul, a devient ( |/— 1 )”, et a' devient 1 )“~*. 
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Ainsi l’on a 

A = (y/ — i)", et B = wi(y/ — i) 1 " - '. 

Donc, si l’on représente, pour abréger, par P. la première série 
partielle que multiplie A , et qui ne contient que des puissances 
paires de p ; et par P, la seconde série que multiplie B, et qui ne 
contient que des puissances impaires de p y on aura cette expression 
générale 

3 = (y/— i)"P. 4- m(y/ — i)"~'P, 

qui est vraie pour toutes les valeurs de m. 

Maintenant , il est clair que le développement de la fonction 

^ — (p-i-\/p % — 1) - “ est le même que celui de z en changeant 

partout m en — m. Or, par ce changement , les séries P. et P, qui 
ne contiennent toutes deux que des puissances paires de m, ne 
changent point ; mais les deux coefliciens A et B deviennent 
( y ' — 1) — ", et — rn[y — 1) — 1 ou ni (y/ — 1) ,— ", et l’on a 

\ = (y/-.)-P. + P. 

Si l’on ajoute ce» expressions , et qu’on divise par 3, on aura donc 

<*+;)= «»*{(✓—)■+ (y/-0-} p . / ^ 

+ *{(✓— 'Y-'+W— i)-"în»P.) 

Si on les retranche Pune de l’autre, et qu’on divise par a y/ — 1, 

11 vient * 

ipbr(*-î) =sinwx =K(i/— ,(‘-‘+(1/— i) ,_ "|P.j (a) 

-*{(✓-*)"+( ✓— «)— }»p- S 

iels sont les véritables dcvcloppemens généraux de cos mx et 
sinmx, suivant les puissances entières et positives de cosx, et il 
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faut leur laisser cette forme analytique, si l’on veut qu’ils con- 
viennent actuellement à toutes les valeurs possibles de ni. 

3. Lorsque rn est un nombre entier, ces expressions générales de 
coswr et de sin/nr se simplifient beaucoup, car il y a toujours un 
des deux coefliciens de P„ ou de P qui s’évanouit. 

Et en effet, quand ni est un entier pair, il est visible que le 
coefficient {{(\/ — »)"-+- (v^ — O - "} t,s *- égal à db: r, selon que m 
est de la forme ,\e, ou /f e + a > et que le second coefficient 
;{(t/ — |)»— est égal à zéro. 

On a donc, pour m entier pair, 

c, ) smx = ±P.=±{i-"V , + pi ~~ elc } 

Si m est impair, on voit de même que le coefficient de P, est 
toujours nul , et que celui de mP est égal à d= i , selon que ni est de 
la forme 4 e +i ou \e — i. 

On a donc, pour ni impair , 

cosmx=;£:mP=±m { p - '^V+ etc.J (A') 


Quant aux formules relatives à ânmx, on aurait, dans les mêmes 
cas, 

sin nue = =fc mP = =fc [p — p’+ p 5 — etc. , ( (B) 

et 

sinmx =db P, s==fc{ i — ~-p^+ etc * } (B') 


4- Les deux premières formules (A) et (A'), relatives à coswix, sont 
les formules connues, et il est aisé de voir qu’elles se terminent 
toujours quand le nombre m est un entier quelconque positif ou 
négatif 

Mais les deux suivantes (B) et (B'), relatives à sinmx, ne sont 


* 
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pas celles qu’on emploie ordinairement , parce qu’elles vont à l’in- 
fini dans ces memes cas de m entier que je viens de considérer. 

Si l’ou veut avoir, pour sin mx, des formules qui se terminent 
comme celles de cos mx, on n’a qu’à diflercntier les formules (A) 

et (A'), et en observant que = — sin x — — q , on trouvera les 
séries 

sin mx= m{p— p'-{- - ~ pi ~~ CtC }? > ^ 

si n mx — ± { i — p'+- ~ ~ ~ 5 * * * 9 p* — e te . j q , (C') 

9 

qui se terminent toujours, la première dans le cas de m pair, et la 
seconde dans le cas de m impair, positif ou négatif. 

Mais toutes ces énumérations relatives au cas de m entier n’ont 
par elles-mêmes aucune difficulté. Ce qui mérite notre attention, 
c’est le cas de m fractionnaire, parce qu’il nous présente quelques 
vérités nouvelles, intéressantes pour l’analyse, en ce qu’elles ser- 
vent A la fois A la généraliser et à en effacer quelques imperfections 
qui avaient écliappé jusqu’ici aux géomètres. * 

5. Reprenons donc nos formules générales (i) et (a) qui sont 
parfaitement établies pour un exposant quelconque m, et voyons 
comment elles peuvent satisfaire à tous les cas. 

La première (i) est, comme on l’a vu, 

cos mx = j^A •+■ -0P. -+- <+• jQrnP, 

où l’on a 

A = (\/ — 0" , et B = (»/ — i)” -1 . 

♦ 

M. de Lagrange, au lieu de la présenter, comme je l’ai fait, sous 
cette forme algébrique, commence par débarrasser des imaginaires 
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les deux coeflldens de P 0 et P, en posant 

y / — i = cos J -f- y/ — 1 sin<£, 
d étant l’angle droit; ce qui donne 

A = (\/ — 1)“ = cos md -4- |/ — i sin md, 
et = (y/ — 1)~ 1 ■= cos md — y / — i sin md-, 

d’où il tire A - 4 - 4 - = acos md: 

1 A ,0 

et il trouve de même 

B + j = acosjm — i )d, 

et met ainsi l’expression générale de cos nue sous la forme 

cos nue =a P. cos md -f- mP cos (m — i )d, 

qui est celle qu’on voit à la page (39 du Calcul des Fonctions déri- 
vées, avec cette différence qu’on désigne ici par d l’angle droit que 
l’auteur fait égal à l’unité. 

Cet illustre auteur remarque très bien que « lorsque m est un 
» nombre entier, il y a toujours une des deux séries partielles qui 
» se termine; et que l’autre, qui irait à l’infini, disparait, parce 
a qu’elle se trouve toute multipliée par un coefficient cos md on 
» cos (m — i )d qui devient nul. On a alors l’une ou l’autre des for- 
» mules (A) et (A'); » ce qui s’accorde parfaitement avec ce que 
nous venons de trouver. 

« Mais lorsque/», dit l’auteur, est une fraction quelconque, les 
» deux séries vont à l’infini, et leur réunion est nécessaire pour 
» avoir l’expression complète de cos/nx; ce que personne, ce me 
» semble , n’avait encore observé. » 

6. Mais il y a là-dessus plusieurs remarques essentielles à faire, 
et quelques exceptions très curieuses à présenter. 
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Et d’abord , on peut remarquer que la formule même que présente 
M. de Lagrange n’offre pas actuellement toute 1* généralité qu’elle 

doit avoir; car je suppose m égal à la fraction irréductible £, et 

j’imagine que l’angle x devienne successivement ±x, ±x-f-c, 
±x-f -2 c, =hx+3 c, etc., ±x + (n — i)c, c désignant la cir- 
conférence entière. H est évident que le second membre de l’équa- 
tion , qui ne contient que des puissances entières de p ou cosx et des 
coefficiens constans, conservera toujours la même valeur unique, 
tandis que le premier membre cosmx en prendra généralement an 
différentes, et même, comme on le sait, toutes réelles. Ainsi la for- 
mule dont il s’agit, si elle est exacte, ne l’est certainement, dans 
l’état actuel où elle est présentée, que pour un des angles dont je 
viens de parler, et doit être fausse pour tous les autres. 

11 faut donc commencer par rétablir dans cette formule la géné- 
ralité qu’on lui a fait perdre par une transformation incomplète de 
ses coefficiens ; car j’observe que notre première expression 

cosmx = ï{(i/— 0“+ W— 

+ £{(/— W — «)‘ - 1 

était lout-à-fait générale, puisque dans le cas de m=^, le second 

membre a , comme le premier, in valeurs différentes, à raison du radi- 
cal de degré an, qui affecte les deux coefficiens de P. et P, et qu’ainsi 
les deux membres de l’équation ont précisément le même nombre 
de valeurs, et la formule toute la généralité dont elle est susceptible. 

Si donc on veut débarrasser les deux coefficiens de P. et P de 
leurs imaginaires en les exprimant par des sinus ou des cosiuus, il 
faut avoir soin de leur conserver leur généralité ; et c’est ce qu’on 
ne peut obtenir qu’à l’aide d’un nombre entier indéterminé qu’on 
introduit dan» leur nouvelle expression. Et en effet, j’observe que 
l’équation |/ — i = cosd \/—i sin d ne donne pas seulement 
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(lA— 1)"= cosmd-i- y/ — i aiamd, comme le pose M- de Lagrange, 
mais qu’on a plus généralement 

(j/ — i)*=cosm(ec±J)4- V — 1 sinm(ecrfcrf), 
e désignant un nombre entier quelconque, et c la circonférence. 
Or, dans le cas de l’exposant fractionnaire m= cette expression 

de (y/ — 1)“ prend les an valeurs qu’elle doit avoir, en donnant à e 
les n valeurs o, i, a, 3 , 4 , etc. » — i ; et elle n’en prend pas davan- 
tage, parce qu’en continuant d’ajouter la circonférence , les mêmes 
valeurs reviendraient à l’infini. 

On aurait dope, pour l’expression générale de c otmx, ou plutôt 
de cosm(e'c=fc:x), la formule 

cos m (e'c ±x) = cos m (ec rfc d) P 0 cos(m ■ — i) (ec ± , 

où il faut voir maintenant quels sont les deux entiers e et e' <pn 
doivent aller ensemble pour que les deux membres s’accordent à 
donner la même valeur de part et d’autre. Dans cette vue , j’imagine 
que l’arc x varie et devienne égal à un angle droit ; p et P deviennent 
nuis, et la série P. se réduit exactement à l’unité. La formule pré- 
cédente donnerait donc, eu faisant x — d, 

» cosw(e'e dfcd) = cosm{ecdtzd)-, 

d’où il faut conclure que d doit être actuellement égal à e, et qu’ainsi 
on * , pour la formule générale considérée dans tonte sa prét^ion . 

foL. .çosxb (/sedbx ) = cqs d)P 0 + cas («* — i ) (ee db rf) «ip , 

où le nombre e désigne un cutier quelconque depuis o jusqu’à n — t, 

n étant le dénominateur de la fraction irréductible m— - que l’on 
considère. 

7. Nous avons donc , au moyen de ce nombre indéterminé e, une 
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formule (a) aussi générale que la première (i), et qui convient à 
toutes les valeurs possibles de l’exposant m. 

Voyons maintenant dans quels cas l’un ou l’autre des coefliciens 
de P 0 et P pourrait disparaître, et où cos mx n’aurait besoin pour 
son développement que de l’une de nos deux séries partielles, et 
dans quels cas la réunion dA deux séries est nécessaire. 

8. La chose est évidente lorsque m est un nombre entier ; car on 
a cosm(ec±d) = o, ou cos(m — i ) (ecdzd)=o, selon que m est 
impair ou pair ; et l’on retrouve alors les deux formules (A) et (À') 
que nous avons rapportées plus haut. 

g. Mais , si m est une fraction ^ de dénominateur impair, quoique 

la réunion des deux séries P„ et P soit en général nécessaire pour 
l’expression de cosntr , je dis qu’elle ne l’est pas pour tous les angles 
±x, cdczx, a c±x, 3cztzx, etc., qui pourtant répondent au 
même cosinus p ; et l’on va voir qu’il y a toujours deux de ces angles 
pour lesquels une des deux séries disparaît, et où cos mx se trouve 
exprimé par la même formule que dans le simple cas de m entier; 
ce qui mérite assurément d’être remarqué. 

10 . En elTet, cherchons d’une manière directe dans quels cas 
le coefficient de la série P 0 , par exemple, et qui est cos £ (ecdcd),- 
peut disparaître; il n’y a qu’à chercher dans quels cas l’angle 
-(eczizd) devient un multiple impair d’un angle droit. Ainsi il faut 

qu’on ait, en désignant par 1 un nombre impair, ^(ec±d)=W, 
ou bien 

r(4«rib i) = «I. 

Or, n et r étant premiers entre eux, l’on d’eux est nécessairement 
impair; mais 4«=k ■ et I sont aussi impairs, donc il faut que r et R 
soient tous les deux impairs. 
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Si cette condition a lieu, il est bien aisé de résoudre l’équation 
précédente, et de trouver le multiple inconnue; car, en observant 
que n est premier à r, il est visible que I doit être de la forme ir, 
afin que le second membre ni soit, comme le premier, divisible 
par r. On a donc l’équation plus simple 

4e =fc 1 = ni, 

i étant un nombre impair; d’où l’on tire sur-le-champ, en faisant 
<=l, et < = 3, les deux valeurs 



seuls nombres, au-dessous de n, qui puissent résoudre la proposée 
i = ni. Or, il peut arriver deux cas : 
i°. Si n est de la forme on aura, pour e et e\ les deux 

entiers 1 et 3 '*^~ ' , qui tous deux rendront nul le coefficient 

cos £ {ec ± d) de la série P., et donneront afc r , pour le coefficient 
de la série mP; car on trouvera, d’un côté, 


C0S G» — *) ( ""J ~ c + d^s=sinrd = =b i , 
et de l’autre , 

cosQ — c — = — s “ l = =*= i , 

f » 
les signes ±, selon que le numérateur r de la fraction ^ sera de la 

forme 4«-f- *> ou 4«— • t* 

a 0 . Si le dénominateur n est de la forme 4< — i, on aura pour e 
et e' les deux entiers " ~t~ 1 et — , qui donnercmt, pour les deux 
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coeflioicns de» séries P„ et P, le» mêmes valeurs que «-dessus, mais 
avec le signe contraire , et cela pour les mêmes formes -du numé- 
rateur r. 

D’où je conclus que, si m est une fraction ~ dont les deux termes 

soient impairs , il y a toujours deux angles X, savoir : c-\-x 

, 3n + 1 i . n-f-i .3™ — t . , . 

et — y — c — x : ou l>ien, — — c — x et — -, — c+ x, du meme 

4 4 4 

cosinus donné p , pour lesquels cosuiX. s’exprime au moyen de la 
seule série partielle P, exactement par la même formule (A') qui 
convient au cas de m entier et impair ; de sorte qu’on a exactement 
la formule 

cosmX==±=m jcosX — - j-j- cos 3 X -(- C0! > 5 X — etc. j 

quel que «oit l’exposant m, entier impair, ou égal à une fraction 
dont les deux termes soient impairs. 

Seulement , il faut observer que le second membre ne répond ici 
qu’à deux des valeurs différentes dont le premier est susceptible en 
ajoutant à l’arc X plusieurs fois la circonférence : mais il n’en 
est pas moins remarquable que, pour ces deux valeurs, la formule 
soit aussi exacte que celle de M. 4 e Lagrange, et même plus géné- 
rale, puisque celle-ci ne convient actuellement qu’à une seule des 
valeurs réelles du premier membre. 

é, 1 -j- \ 

i j . Mais, pour acliever notre analyse , voyons tout de suite dans 
quels cas le coefficient cos(/n — i) (ccïkzd) de la série P, ou, ce qui 
est la même chose, sin/n(ecrfcdj pourrait aussi disparaître. 

11 est évident que cela ne peut avoir ben que lorsque l’angîe 

^(ecdbrf) devient im multiple pair de l’angle droit d. Ainsi, en 
désignant pa* K un nombre pair, on aura, pour déterminer le mul- 
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tiplc inconnu e, l’équation * 

r(4e =±= i) = nK. 

Or, r étant premier à n, par hypothèse, il faut qu’on ait K == ir, 
atin que le second membre nK soit, connue le premier, divisible 
par r; on aura donc, en divisant tout par r, 


± i = ni, 

où l’on voit, à cause du premier membre impair, que n et £ doivent 
être tous deux impairs, et que par conséquent le numérateur r de 

la fraction - doit être pair. 

Si cette condition a lieu, ou trouvera, comme ci-dessus, pour 
l’inconnue e, les deux valeurs entières 


ou bien , 




e bs: 


n — 1 

nt 

* e > 3 i±jl 

~r 

t-t 

* ~ 4 

n -h ■ 

et 

e' es 3n “* 




selon que n sera de la forme 4 *+»» ou »■ 

Dans l’un et l’autre cas, le'cocfficient cos (m — i) (ecdcd) de la 
série P deviendra- nul, et le coefficient cos m (ecrfc d) de la série P, 
sc réduira à zfci, selon que le numérateur r sera de la forme 4 « 
ou 4 «H-a. 

D’où l’on voit que si m est une fraction £ de dénominateur im- 
pair et de numérateur pair , il y a toujours deux angles X, 
— jp c~{-x et — c~~x; ou bien — c—x et — | — c + x, 

du même cosinus donné p , pour lesquels cos mX. s'exprime au 
moyen de la seule série partielle P., exactement par la mémo for- 
mule (A) qui convient au cas de m entier et pair. 


3 .. 



RECHERCHES SUR L’ANALYSE 


20 

13. Mais si le dénorairifteur n de la fraction est un nombre 
pair et représenté, je suppose, par an', le numérateur r sera néces- 
sairement impair, puisqu’il est premier à n, et l’on ne pourra 
jamais avoir 

£(4*dbi)sE, 

E désignant un entier quelconque; car il en résulterait r( 4 e=fc 1) 
qui est impair, égal à an'E qui est pair, ce qui est impossible. Ainsi 
ni l’un ni l’autre des coefliciens de P. et de P ne peut jamais devenir 
nul pour aucune des valeurs de cos mx. 

D’où il résulte enfin, que le seul cas où la réunion des deux 
séries P„ et P soit nécessaire à F expression de chacune des %>aleurs 
de cosmx, est celui de m égal à une fraction irréductible de 
dénominateur pair. 

9 

1 3 . Dans les autres cas, on pourrait toujours employer les simples 
formules ordinaires (A) et (A') ; et il n’y aurait pas même au fond 
d’erreur analytique à craindre, puisque la série représenterait tou- 
jours le cosinus d’un arc tel, que s’il était divisé par m, et qu’on en 
prit le cosinus, on retrouverait précisément le cosinus donné p. 

On voit par là combien ce point de doctrine avait besoin d’être 
approfondi et rectifié dans tous ses détails. 

1 4 . Au reste, nous pouvions tirer directement les mêmes consé- 
quences de la première expression algébrique de nos coelficiens, 
qui, en supposant toujours — 1)“ = A, reviennent à 

{A +• et _ m \/ — 1 1 A — -^} ; 

il n’y a qu’à chercher pour quelles formes de l’exposant >»= -, les 
coefliciens peuvent devenir nuis. 

Et d’abord , pour que A -f- ^ disparaisse, il faut que A soit une 
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dea^racines de A*-f- i = o , et' partant soit de la forme de I . 
11 faut donc que y/ — i , ou bien — y/—i, soit une des valeurs de 

(y/ — 1 )" ou vît/ — ; ce qui exige que r et n soient tous deux 
impairs, comme on l’a trouvé plus haut. 

Eusuite, pour que À — - v disparaisse, il faut que A soit une des 

racines de A* — i = o, et partant soit =b i : il faut donc que + 1 , 

■ 

ou que -—r soit une des voleurs de V(t/ — i)’; ce qui exige que r 
soit pair, et «.impair. 

Enfin , si n est pair, et marque par an', r est impair, et \/(l/— •)' 

# • 

in • 

revient à \/(db\/ — i), expression qui, permises a n' valeurs, n’en 
a aucune A dont la réciproque soit encore A, ou bien — A. De sorte 
que, dans ce cas, aucun des deux coefliciens ne peut jamais devenir 
nul; ce qui s’accorde entièrement avec tout ce qui a été développé 
plus haut. 

i5- Maintenant, tout ce qu’on vient d’exposer eu détail sur la 
formule relative à cos nue peut s’appliquer de même à la formule 
qui exprime s in mx. 

Si l’on y veut aussi dégager des imaginaires les deux coefliciens 
des séries P 0 et P, on trouvera la formule 

(/3). . . sin m (ec d= x) == sin m (eccfc <i)P 0 -J- sin (m — i ) (ecrfc rf)mP, 

1 • * •*» » • 

qui est générale pour toutes les valeurs possibles de m, et où le 
nombre e désigne un entier quelconque depuis o jusqu’à n — i , 
n étant le dénominateur de la fraction quelconque m que l’on 
considère. * 

t \ \ # 

On trouvera de meme que si les deux termes r et n de cette frac- 
tion sont impairs, il y a toujours parmi les angles dbx, sfcx-f-c, 
±x+a c, etc. 4 æ + (s — i)c, répondant au même cosinus 
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donné p, deux angles X, pour lesquels ou a simplement * 
sin niX = ± P t) 

comme dans le cas de m entier impair. 

Et que si, n étant toujours impair, le numérateur r est pair, on a 


sin mX = sb mY, 

comme dans logeas de m entier et pair. 

Mais que, si n est uu nombre pair, il n’y a aucun angle répondant 
au cosinus donné p, pour lequel la réunion des deux séries P„ et P 
ne soit nécessaire à l’expression complète de la fonction sinmx. 

16. On pourrait éclaircir toute cette théorie par diflérens exemples : 
je me bornerai aux plus simples. , •/ - 

Supposons le Cas de m = j, ce qui répond â la trisection de 
l’angle x dont le cosinus est p. 

Nous avons vu qu’oo aura, .pour la première valeur cos £ x , 


cos j x = P 0 cos 3 d -f- |P cos ^ d, 

et, pour la valeur correspondante de sin . jay 

sin-Jx = PoSin'frf 4- jPsin^—rf, 

et que les autres valeurs se trouveraient en prenant dans ces formules 
les deux arcs x et d augmentés d’une , et puis de deux circonférences. 

Comme otf a ici n= 3 , et par conséquent —r— égal à a, il en 

résulte qàe l’arc pour lequel les formules se réduisent aux mêmes 
que dans le cas de l’exposant entier, est l’arc x<-f -ac; ce qui donne 

‘ i. . * , A 

en euct 9 

cosi(x+ae) =r P.cqs£ (d-f-ac) + |Pcos(j— i) (d+2c)sx-~ $P, 

- - . • • 

sin J (x+ ac) p P„ sin j (d+ 3 <?) 4 - ip Sjo (s — i) (d-b ac) =*— < P^ ; 
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Mais an peut vérifier ce» résultats au moyen des premières valeurs 
de cosf x et nia jx, supposées Connues. En efîêt, qu’on change x 
en ac, et que, par les formule» ordinaires, on développe 
cos j(x-f-ac), et sinÿ(x-f- ac), ce qui donne 

cos j (x + ac) = cos J-x .cos 5 c — sinix.sinfc, 
sini(x + 2c) = sinix.cosfc -f- cosix.sinf c, 

il n’y aura plus qu’à mettre dans les seconds membres, à la place 
décos jx et sinjx, leurs valeurs données plus haut en P„ et P. 
Or, si l’on fait cett* substitution , pif voit (à cause des relations 

cos -j c sin j d — . j r et r sin , o - — * cos $ d. — — - que 

le second membre de la première équation se réduit à ip ; et 

que le second membre de la seconde équation se réduit à P. 

comme nous l’avions trouvé par notre analyse. 

Si l’on considère maintenant l’arc — x, qui a aussi le même 
cosinus p , on trouve que, pour l’arc — x-f-c, on a encore les 
simples formules , ■ 

— iP, 

Tin P„, l 

et c’est ce qui était indiqué par notre analyse, puisque le multiple « 
de la ciiconflérencc qu’il faut ajouter à l’arc proposé — x, est eu 

général "“j* " , et devftmt icfi^-^oii sîThphfBenTt. — ; 

Réciproquement , de ces formules simples relatives aûx arcs 
cà+ïc et — x + c, on remonterait, par la même voie, aux for- 
mules composées relatives aUx arcs X et — x, en ajoutant au pre- 
mier une fois, et au second deux fois K circonférence. 

Et en général, on peut voir que, m étant une fraction quelconque 
de dénominateur impair, si l’on prend simplement, pour cos mx et 
sin mx y les mêmes séries que dans le cas de m entier impair, et qu’on 
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en compose les autres valeurs de ces fonctions par le simple déve- 
loppement des expressions cos/»(x •+• ec), àin m(x+ec), on par- 
viendra aux mêmes formules générales (a) et (/S) que nous avons 
trouvées; ce qui confirme encore notre analyse. 

Quand le dénominateur de la fraction m est un nombre pair, les 
deux séries P 0 et P entrent nécessairement, comme on l’a vu, dans 
l’expression de toutes les valeurs de cosmx et de sin mx. 

Ainsi, pour m=ï, vous trouvere* . • 


c«i* = £P..+ p;-iP 

v^ p * ~ 


y 


y 


et les deux séries P 0 et P entreront également dans l’expression 

des trois autres valeurs, qui répondent aux aresx-f-e, — x, et 

— x-f-c du même cosinus proposé p. 

Pour m=j, on trouverait 
* 


cos ^ X 


V/a+V/a n 



l/a — t/2 , D 
à + r ’ 

, p 


et l’on aurait, aux signes près des radicaux , les mêmes formules pour 
les sept autres valeurs qui répondent aux arcs x+c, x-f- a c, 
x-|-3c, — x, — x+c, — x-f-ac, — x+3c, du même cosinus 
donné p. 

m. Avant de terminer cet article, je ferai encore une remarque 
générale sur la nature des deux séries P. et P : c’est qu’on aura tou- 
jours, quel que soit l’exposant m et le cosinus p , l’équation de 
condition 

PJ + WP* = i. 

Jl suffit, pour le démontrer, de prendre les expressions générales de 




Digitized by Google 


DES SECTIONS ANGULAIRES. 


a5 


cos mx et de sin mx données par les formules (a) et (#), de faire 
les carrés et d’ajouter; ce qui donnera * • 

cos* mx -4- siti'wix = i P J -f- rrf P*. 

Ainsi les deux séries P„ et mP, fonctionsde m et de psscosx, sont 
telles, que l’une peut toujours être regardée comme le cosinus d’un 
certain ongle dont l'autre serait le sinus. 

Or, si m est un nombre entier, ou une fraction quelconque de 
dénominateur impair, cet angle est précisément mX , X désignant 
ici un certain angle choisi entre ceux dont le cosinus est p. Mais 
si m est une fraction de dénominateur pair, cet angle ne peut 
plus être mX, quel que soit l’angle X que l’on voudra choisir entre 
ceux dont je viens de parler : ce qui présente une propriété assez 
singulière des deux séries P„ et mP. 

Mais voici une expression plus générale et plus nette de ces 
deux séries , et qui donne un moyen facile de sommer chacune 
d’elles pour des valeurs quelconques de m et p. Si de» deux équa- 
tions (<*) et (j9), on tire par l’élimination les valeurs séparées de P. 
et de P, on trouve sur-le-champ 

P. = cos m(d — x), 
mP = s\nm(d — x), 

d étant toujours l’angle droit. 

Ainsi la séria P., fonction de m et de p = cos x , exprime tou- 
jours le cosinus de l’angle m(d — x), et la série mP est toujours le 
sinus de ce même angle. 

18 . On pourrait tirer de là les formules générales qui développent 
les cosinus et sinus d’arcs multiples par les puissances du sinus de 
l’arc simple. Car, si l’on nomme <p l'arc d — x, p ou cosx devient 
cos(< 2 *~"<p)=sin$, et les deux formules précédentes nous donnent 
cos mp ea P», {»~ v~ , 

sinjwp ss mP|i 


4 
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ou, changeant la lettre <p en x, et p en q , on aura 


• t m‘ | m'.rfa — 4 / 

C'OS77ir={ l q'-\ ï-T-ïq* , . . c 

l a 7 a. 3-4 7 a. 3. 4. 5.6 


sin mx 


={?- 


m 3 — 1 

“ITT 


m ’ m ‘— 4m '—6 9 «+ e tc.j = Q., 

} = "‘Q- 


Ce sont les formules connues ; mais nous allons les retrouver et les 
compléter par la même analyse qu’on a employée jxjur obtenir les 
formules (a) et (/3). 


II. 


Développcmens des sinus et cosinus d’arcs multiples en séries 
ascendantes suivant les puissances entières du sinus de tare 
simple. 

. , . • '<» j-> • ' • 

19; En faisant toujours cos x c=. p et sin x = q , on aura 

p—V'—q', et 

cos sc -f- y 1 — 1 sin x = 1 — ■ 7* + 9 \/ — 1 , 


et si on élève & la puissance m , il viendra 

cos/nx + V — « sin mx = { Vi — V 4- q\/— » J" = *• 


On aura de même > • 

cos mx — \/ — 1 sinmx = {t/7 — q'+ qV~~ 1 
d’où l’on tire 

acos mz — z 4- - , et a */— i sin mx = z — - ; * 

1 C ’ i 

V — - 

et il ne s’agit plus que de développer z, c’est-à-dire, la fonction 
{y’i — q'-\- qi/ — i}", suivant les puissances ascendantes de q. 
Or, en suivant la mcA analyse que l’on a déjà employée, on 


* 


m 
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tirera de l’équation 3 = J \/i — 7’4 - ^ ^ ^ /, — 1 }“ différenciée deux 
fois relativement à q , l’équation du second ordre 

m'z — qz' — (<7* — 1)3" = o, 

qui est la même que celle qu’on a déjà trouvée, en y changeant 
p en q. 

Si donc le développement de z est représenté de même par 


s =z A H- By 4- Cq * -f- Dy s -f- Eÿ* + etc. , 

et qu’on substitue dans l’équation dérivée, au lieu de z, s', z", leurs 
valeurs tirées de ce développement, on arrivera exactement aux 
memes équations pour déterminer les cocflieiens A , B, C, D, E, etc. ; 
et l’on obtiendra , comme plus haut , l’expression générale 


. f ro ’ . ro ’./ n * — 4 1 .1 

2 = a {*-t? + -rxr^- elc } 

I O f w* — r F m* — i./n* — 9 , . t 

+ ?-TF^+ T î Tr ^-^l’ 


ou il reste à déterminer les deux coeflicieus À et B par la nature de 
la fonction développée. Mais, cette fonction 3 n’étant pas composée 
en q , comme elle l’est en p, les cocfTiciens A et B ne seront plus ici 
les mêmes , à raison de cette diversité de forme . 

« Pour trouver ces deux coefficiens, ce qu’il y a de plus simple, 
» dit M. de Lagrange , c’est de chercher par le développement actuel 
» les deux premiers termes de la série. » Oc, puisque \/ 1 — q % donne 
1 — \ + etc. , il est clair que les deux premiers termes- du déve- 
loppement de 

{ 1 + <&'*-+ — £ 4- et*}“ , 

sont 1 4" m< 7l/-T“'ii)i ainsi o* 1 aura 

A et B = m\/~ î.S •••,), 

4- 


Digitized by Google 



3 * 


RECHERCHES SUR L’ANALYSE 
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Et, comme le développement de est le même que celui de z, en 
y changeant m en — m, ou |/ — r en — y/ — i , on aura pour 
l’expression de ^ la meme série, avec les deux nouveaux coeffieiens , 

A — i , et B = — my' — i j 
d’où, en faisant ces substitutions, l’auteur conclut les deux formules 


cos mx = 1 — 
S in mx = mq 


m * . . a m * - to 9 — '4 . "** — 16 . , 

- 3.45.6 — y + 


=Q»> 


m . m * — x 
T3~ 


r 4 


m.m‘ — 1 . m û — ci , . • 

q — etc. = mQ, 


a.3.4.iT~ 


qui sont, comme on voit, les formules déjà connues pour le cas de 
m entier, a Mais , par la manière dont nous venons de les trouver, 
j> dit l’auteur, on-voit en même temps qu’elles sont générales pour 
j> des valeurs quelconques de jp. » 

Ces formules, en effet, comme je l’ai démontré plus haut, sont 
vraies pour un exposant quelconque m : mais il faut ajouter, ce que 
• l’auteur n’avait point remarqué, qu’elles ne conviennent qu’au plus 
petit des arcs dont le sinus est q. Car, qu’on suppose, par exemple, 
m= j et x — <&, et les formules nous donneraient cosj'®-= j, 
et sinj<ar=oj valeurs fausses, puisqu’on a, comme on sait, 

cos ÿ <nr = £ , et sin En général, il est évident que les 

formules précédentes sont incomplètes pour un exposant fraction- 
naire m — car les premiers membres cos ma: et sin mx sont sus- 
ceptibles de prendre an valeurs réelles différentes pouf les différais 
arcs x, x-j -c, x + ao, -etc., x-f-(/i— i)c, et leurs suppiémens 
<sr — x, <a t — x-+-c, , ar — x-f-ac, etc. qui ont tous le même 
sinus q ; tandis que les seconds membres Q 0 et mQ, qui ne con- 
tiennent que de* puissances entières de q, n’en peuvent jamais 
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recevoir qu’une seule. Ainsi ces formules ne peuvent être exactes 
que pour un seul des arcs dont je viens de parler, et sont fausses 
pour tous les autres; d’où l’on voit que ce nouveau point d’analyse 
a également besoin d’ètre éclairci et rectifié. 

ao. L’imperfection tient encore ici à une détermination trop par- 
ticulière des coefliciens A et B : ces deux quantités sont bien des 
constantes; mais, comme je l’ai déjà remarqué, leurs valeurs ne 
sont pas simples : elles sont multiples, et du même degré de mul- 
tiplicité que la fonction développée que l’on considère. 

Et en effet , en suivant le calcul même de l’auteur, il est clair que 
les deux premiers termes du développement de 

_Ç + c«.p, 

suivant les puissances de 7, ne sont pas simplement 1 + mq\/ — 1, 
comme il le suppose, mais bien (i) 1 '4-m(i)" — ‘.7^—1 : de sorte 
qu’on a en général A = (i)" et B = m 1 11 faut même 

ici , pour laisser à ces coefliciens toute leur généralité , prendre 

A = (/«)“, et B = my/ — 1 . (y/ 1)” -1 : 

car le radical \/i — 7* ne donne pas simplement 1 pour son pre- 
mier terme, mais bien \/i ou la racine carrée de l’unité, qui a 
naturellement le double signe ±. On voit donc, par cette expres- 
sion générale des deux coefliciens A et B, qu’ils ont précisément le 
même nombre de valeurs que les fonctions cos/ar et sin mx que 
l’on considère. 

Au reste, ces memes expressions de A et B pouvaient aussi se 
trouver par la même voie qu’on avait suivie dans le paragraphe 
précédent. Car il est clair que ces deux coefliciens A et B ne sont 

autre chose que les valeurs des fonctions z et ~ , quand on y fait 
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<7 = o". En prenant donc ces fonctions, et faisant évanouir q , on 
trouvera, comme ci-dessus, 

A '= (y/i)“ et B = m [/ — I 

On a donc , pour le développement général des , 

z = (y/i)-.Q 0 + v/—i.(v/i)'“ , -" l Q> 

et, changeant m en — m, afin d’avoir le développement de ^ , 

i = (/!)-“. Q„— V — 

S • 

d’oii l’on tire 

ï(s + 7) = cos mx = H( »/ 1 )" *H / 1 )■"“ 1 Q* 

+ ^ {(/•)—-( ✓ « )-"} m Q . 

rM *~ (4) 

+ii(y / i) m -+(y'i) , ~ m (rnQ. ) 

Telles sont les expressions de cos rnx et de sin mx suivant les 
puissances ascendantes de siu x, et ces formules, en vertu de l’cqui- 
voque attachée aux coediciens des deux séries Q 0 et Q, sont générales 
et complètes pour toutes les valeurs de l’exposant m, et pour tous 
les angles du même sinus donné 7. 

a 1 . Lorsque m est un nombre entier pair, ( y/ 1 )“ n a qu une seule 
valeur qui est + 1 , et l’on a simplement ;{( y/ >) -r, }= ,: 
ensuite, le radical (y/ 1)*-.‘ a deux valeurs qui sont ± 1 ; mais, quelle 
que soit celle qu’on adopte, le coefficient {(y/i)’" -1 — (vA)'— ’} 
est toujours nul. Ainsi les formules deviennent simplement 

(pour tu entier et pair) cos mx — Q#, sin True . — -i- mQ. 

La première ne présente qu’une seule valeur, et la seconde en pré- 
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sente deux égales et de signes contraires; et cela doit être quand m 
est pair, puisque si l’on change l’arc x en <w — x, qui a le même 
sinus e/, cos str garde la même valeur et le même signe, tandis que 
sin nue prend un signe contraire. 

Quand m. est un entier impair, (p^i)" a la double valeur rit t, et 
{V i)“~* la valeur simple -f- i, et les formules deviennent ainsi 


(pour m entier et impair) cos mx = ± Q, , sinmx = mQ. 


Ici la première formule est double, et la seconde est simple, 
parce que m étant impair, si l’on met «ar — x au lieu de x , cos nix 
change de signe, et sin mx ne change point. 

La série Q„ se termine exactement, comme celle du binôme de 
Newton , dans le cas où m est un nombre'pair, mais elle va à l’infini 
quand m est impair. La série*Q, au contraire, se termine quand m 
est impair, et va à l’infini si m est pair. Or, pour avoir deux nou- 
velles formules qui se terminent dans les memes cas où les premières 
vont à l’infini, qu’on les différencie toutes deux par rapport à x , 


et si l’on observe que ^ = p , on trouvera, en faisant pour abréger, 

dQ. 
dy 


= <? «?=<?. 


cos mx = p . Q'„, et sin mx = — — Q', 


dont la première s’arrête quand m est impair, et la seconde quand 
m est pair : et, dans ces formules, l’ambiguité se trouve renfermée 
dans le facteur p ou cosx, qui change de signe quand l’arc x est 
changé en <s r — x. _ 


22. Tout ceci s’accorde entièrement avec les expressions connues; 
mais je passe au cas de l’exposant m égal à une fraction A 

Dans ce cas, il est facile de voir que les coefficiens des deux séries 
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Q 0 etQ reçoivent an valeurs réelles, comme cela doit être, et qui 
répondent aux an valeurs réelles des fonctions cos ma: et sin mx, 
pour tous les angles qui ont le même sinus donné q. Ainsi, la réu- 
nion des deux séries Q„ et Q est nécessaire en général à l’expression 
complète de cosmx et sin nue suivant les puissances ascendantes de 
sin x. Mais, parmi ces différons arcs do même sinus q, il peut y en 
avoir quelques-uns pour lesquels une des deux séries disparaisse 
pjr l’évanouissement du coefficient qui la multiplie , auxquels cas 
cosrnx et sin mx s’exprimeraient par les mêmes formules qui con- 
viennent au simple cas de m entier ; et c’est ce qu’il faut actuelle- 
ment examiner. 

a3. Pour plus de clarté, on peut d’abord délivrer les formules 
(3) et (4) de leurs imaginaires, comme on l’a lait dans le paragraphe 
précédent, en posant 

(v/i)“ == cosmetsr -f- {/ — i sinme«r, 

• (v/*> — = cos (m — + ✓ — î sin (jn — i)e«, 

er étant la demi-circonférence, et le nombre c un entier indéter- 
miné ; et si l’on enveloppe sous la même expression («r ± x) tous 
les arcs ae<w-f-x et ae<ir -f- <w — x de même sinus q , il viendra, 
pour les formules (3) et (4) présentées dans toute leur généralité, 

(jO . . . cos m (e<w =fc x) = cos me® . Q 0 — sin (m — i )e«- . mQ , 
(ef). . . sin m{e'& rfc x) = sin met? . Q 0 -f- cos (m ■ — i)emr. mQ , 

où le nombre * est un entier qui doit être pris le même dans les 
deux membres, depuis o jusqu’à an— -i, avec cette attention de 
faire répondre les nombres pairs e à l’arc +JJ, et les impairs à 
l’arc — x. 

a4- Actuellement il est bien aisé de voir quels sont les cas oh l’un 
ou l’autre des cœfficiens de Q. et de Q peut disparaître. Et d’abord , 
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pour que sia (m — i)e«r ou sin m&sr disparaisse, il est évident 
qu’on doit prendre les nombres e=o et e = n, n étant le déno- 
minateur de la fraction m = -, 

n 

On voit donc, par ces deux valeurs de e, que, parmi les différons 
angles du sinus donné ç, il y en a deux X, savoir x, et mr-\~x, 
si n est pair; ou x et n<sr — x, si n est impair, pour lesquels on a 
les mêmes formules 

cos «X = ± Q 0 et sin /«X = ± rnQ 
que dans le simple cas de m entier (les signes rfc dépendant de ta 
nature des deux nombres r et n qui forment les deux termes de la 
fraction que Tou considère). 

En second lieu, on 'peut chercher les cas où l’autre coefficient 

T .... .* 

cos me<a— cos - e® 1 deviendrait aussi nul à son tour. Or il est évi- 

n 

dent que cela ne peut arriver, que lorsque l’angle £ e® devient un 

multipl# impair d’un angle droit. D'après cette condition, il est 
aisé de voir que le dénominateur n doit être nécessairement un 
nombre pair, et qu’alors on a, pour le multiple inconnu e, ces deux 
nombres 



qui seront tous deux pairs, ou tous deux impairs, selon que n sera 
de la forme 4 U > ou / ( u-f-a. 

i - ■ . ' •. ^ • * ’ . ' * I • 

On voit donc que, pour toute fraction m — - de dénominateur 

pair, il y a deux arcs X, savoir : " «•-f-x, et ^ <Br-t-x, ou bien 
^<ar — x et y®- — x, pour lesquels on a ces simples formules 

cos mX = ± mQ, et sin mX = ± Q 0 , 

dont chacune ne contient qu’une des deux séries Q 0 et Q. 

. S 
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Pour tou* les autres arcs, la réunion de ces deux séries est néces- 
saire à l’expression complète de cos mx et de sin uix, suivant les 
puissances de sin x ; propriété analogue à celle des mêmes fonctions 
développées par les puissance du cosinus. Mais les développernens 
par les sinus ont cela de particulier, qu’il n’y a aucun cas de l’expo- 
sant m qui exige la réunion des deux séries Q. et Q pour toutes 
les différentes valeurs de l’arc du sinus donné; au lieu que, dans les 
premières formules (a) et (/3) , il y a le cas de l’exposant m égal à 
une fraction de dénominateur pair, qui exige la réunion des deux 
séries P. et P pour tous les différen* arcs du cosinus donné. 

Mais nous n’entrerons pas sur ce point dans de nouveanx détails, 
et nous nous dispenserons de donner ici des applications particu- 
lières qui n’auraient aucune difficulté : nous nous contenterons 
8’ajouter la remarque suivante. 

a5. Pour établir les formules générales (y) et (J), nous avons 
voulu suivre la même analyse que l’auteur du Calcul des Fonc- 
tions, afin de rendre plus sensible l’imperfection qui s’y rcficontre, 
de la corriger à l’endroit même où elle s’introduit, et de montrer 
par ces nouveaux exemples que « si l’analyse parait quelquefois en 
» défaut, c’est toujours faute de l’envisager d’une manière assez éten- 
» due, et de la traiter avec toute la généralité dont elle est suscep- 
» tible. » Remarque très juste, queM. de Lagrange lui-même venait 
de faire dans le même ouvrage, sur un point semblable de doctrine, 
qu’il venait de rectifier d’après Euler, et qui a encore besoin d’être 
rectifié, comme on le verra dans le IV* paragraphe de ce Mémoire. 

Mais je dois ajouter que, s’il s’agissait simplement d’établir les 
formules générales («), (/3), (y), (/), on pourrait y parvenir d’une 
manière plus directe et plus simple , et sans passer par des trans- 
formations imaginaires. Et d’abord, il suifutiil , comme ou l’a déjà 
remarqué, d’établir seulement, ou les deux premières, ou les deux 
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dernières , car il est facile de passer presque immédiatement des unes 
aux autres. * 

Or soit, par exemple, à développer cos ma: suivant les puissances 
entières de p — cos x ; on qurait 

cos mx = A + Bp + D />’ 4* etc-» 


où il faudrait déterminer les coefficiens A, B, C, D, etc. par la 
nature même de la fonction coa mx. 

D’abord, il est évident que le premier A est égal à ce que devient 
cette fonction quand on suppose p— o, ou bien ,r=ec=fcd; ainsi 
l’on a d’abord 

A = coam(ec rfc d). 

~ -l” ‘ 5 . J. . • 

Qu’on prenne ensuite la fonction dérivée de oosnucpar rapport à 
et il est clair que le second coefficient B est égal à ce que devient 
cette fonction dérivée quand on fait p = o, ou x — ecdzd-, ainsi 
on trouvera . _ 

■ lu' .1'. » . „ 


B as m 


*»««»(*»-* 0 ( ec d )- 

. 


Et ainsi de suite; ce qui donnera précisément la même formule 
générale (a) que nous avons établie au commencement. 


m. 


î ù. 

A 


HL 


<iA v ‘ .u q- Jv ■ 

Développemens des sinus ou cosinus aarcs multiples par les 
puissances entières de la tangente de Parc simple. 

i\ [■ Ij «LJ ’ttl *U' Ü ' -i '**] jft*» y s y- 

Ces formules, qu’on tire facilement de celles que Jean Bernouilly 
a trouvées le premier par induction (Actes deLeipsic, 1701), se 
démontrent aujourd’hui d’une manière très simple. On fait toujours, 
suivant le théorème de Moivre , 

5.. 
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cos inx -f- \/ — i sinmr = (cosj:-f-p / — i smxY = (p-\-q\/ — 1)“, 
cosmjr — \/ — i sin m.r = (cos x — 1/ — i sinx)" = (p — q \/ — i)”; 

on développe les puissances par le binôme de Newton, et l’on ajoute 
les deux développemens ; les imaginaires se détruisent, et, divisant 
par a , on trouve 


cos rai: 


■■P m { » 


m.m — i . m — 2 . m — 3 


P‘ 




Si l’on relrauche les mêmes expressions, les parties réelles se 
détruisent, et divisant par a\/ — i , on trouve 


sin mx=. 




nfi- 

P 


m.m — i m — a g :1 t m.m — l^.m — 4 ÿ 5 


3 . 4.5 


|r— etc }==P“S, 


et l’on a ainsi, pour l’expression de cosmjc et de sin mx , deux for- 
mules qui paraissent devoir convenir à toutes les valeurs possibles 
de l’exposant m. 

* a6. Mais, au premier coup d’œil jeté sur ces formules, il est aisé 

de reconnaître leur imperfection dans le cas de l’exposant m frac- 
tionnaire. Car soit m une fraction irréductible et imagine* que 

l’arc x devienne ar-f-ec, c désignant la circonférence et le nombre e 
un entier quelconque, il est évident que les séries S, et S qui ne 

contiennent que des puissances entières de ^ ou tanga?, garderont 

toujours les mêmes valeurs uniques; et que, par conséquent, les 

. •» * v * • **i-v u ic. . t‘,»» . . • * tt -. • „ ^ , 

seconds membres de nos équations , p" S, et p“S, c’est-à-dire S n \/p’, 

A 

SV^, conserveront toujours leurs mêmes n valeurs dont deux au 
plus seront réelles; tandis que les premiers membres cosmjr, et 
sin mx , acquerrerout n valeurs différentes toutes réelles. Ainsi il est 
impossible qu’on ait généralement, pour tous les angles du même 
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cosinus p et du même sinus q, les formules 

cos ma: = pf S„ et sm mx { p= jtT S; 

d ou il résulte qu il y a daDS l’analyse {frécédente , qui jKinut si 
simple, quelque défaut particulier qui nous a échappé. 

27. Pour le découvrir, je reprends la formule générale 

(p 4 - 9 ÿ— 1)", 

* Kl >» f iJ'.Ml 1 Ut .1 'i 

» i:iiî ifo 

+ V — 1 sin mx = p“S. + y/— 1 . p-S ; 

rtl.vl — •, -}- T : =b-3S. •> m- 1 • 

et je remarque que la démonstration présentée ci-dessus jevient 
tout uniment à égaler ici la partie réelle à la partie réelle , et l'imagi- 
naire à l’imaginaire; ce qui donne sur-le-champ les deu* équations 
incomplètes dont il s’agit. • i- 1 O - n 

Mais si, dans le premier membre cpsntr-f- y— h jjj, mx j a 
partie réelle cos mx, et la partie imaginaire j/ — 1 sin ma:, sont 
bien en évidence dans tous les cas possibles, il n’en est pas de même 
dans le second membre p~S,+ y/— , . p ~S . cav ^ loi( , UP | e tennc 

p"S„ paraisse réel, il ne l’est cependant que pour la .valciir .réelle 
de P" (en supposant même qu’il y en ait une, ce qui c*ige que p 
ne soit pas négatif quand m est un exposant de dénominateur pair). 
Mais en général ce premier terme p"S, est de la forme a-fé»/—, j 
et il en est de même de l’autre terme y/—, .y S. ,. —^4, 

Si dope on veut former, par la comparaison, deux équations bien 
précises, U finit faire en sorte que la partie ijéelle et la partie imagi- 
naire soient aussi nettement séparées dans te second membre qu’elles 
le sont dans le premier. . t U =: i zirv 

28. Pour y parvenir, je désigne paf'rFJu vafêuF a«êll« et positive 
de l’expression p ", en y considérant le cosinus^ pris d’une manière 
absolue. Alors toutes les valeurs de p " seront exprimées générale- 
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ment par n(dbi)*, ou par 

pr e= n (cas mcn -f- y/ — i sin me<&) , 

' • . j ‘.''ë #| • 1 »;» 

/zsr étant la demi-circonférence, et le nombre e un entier quel- 
conque, pair dans le cas de p ou cos x positif, et impair dans le cas 
delcos x négatif. 

Substituant cettç valeur générale de p“ dans la première équation , 
d’où l’on est parti, et mettant plus généralement, au lieu de l’arc x, 
l’arc e'<s r±x, on aura cette équation 

f - - \f -, * , ^ . '• 1 — . 

cos m(e'<® , =fcx)-f- y/ — i sin»»(e'-ar± x) 

= II (cosmewS. — sin mevsrS) -f* fl (sin meurS 0 -f- cos mevrS) y/— i , 

où les parties réelles et les parties imaginaires sont nettement sépa- 
rées. On aura donc, eu comparant, les deux équations exactes 

cos m (e'<ar i ,r) = n (cos/newSo — sinmcwS), 
sinn»(e'<a , ‘tx) = n (sin mco-S, -f- cosme-orS), 

où il ne reste plus qu’à voir quels sont les entiers e' et e qui vont 
ensemble pour la correspondance parfaite des deux membres dé Ces 
égalités. Or, si l’on imagine que l’are x diminue jusqu’à l’arc o, la 
série S devient o , la série Si Be réduit à t , et l'on a aussi fl = r. Les 
deux équations précédentes deviennent donc cos me'iar = cos mett , 
et sin me & = sin mensr ■ d’où il résulte que, pour l’accord des for- 
mules, les deux entiers e et b sont toujours égaux entre eux. 

ag. Ainsi les véritables Formules géuérales sont 
• - 1 : * 1 r ' * • 

cosm(eia-=fcx) = n(cosmcw.S. — sin m&st . S) , 
sium (car dbar) sa II (si umear. S. ■+• cosmcw.S), 

- où le nombre * est le même dans les deux membres, et doit être 
pris depuis o jusqu’à an; (les nombres pairs o , a , 4 » 6, etc. répon- 
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dant au signe «f* , et les impaire 1 , 3 , 5 , j, etc. répondant au signe — 
de l’angle x, que je suppose inférieur à l’angle droit). 

'■ I •* , 

3o. Quand le nombre m est entier, ces formules reviennent aux 
formules ordinaires par l’évanouissement de sin m&ar et par la ré- 
duction de cos mem à ± 1 . Mais si m est fractionnaire, la même 
chose ne peut avoir lieu que pour un certain arc ar-f-eer, e étant 
un nombre déterminé qu’il est facile dé trouver : et cek même 
n’arrive pas pour tous les exposans m; car, m étant une fraction de 
dénominateur pair, et l’arc que l’on considère étant «■—-», de cosi- 
nus négatif ; comme le nombre e doit alors être pris parmi les impairs , 
et qu’il n’y a aucun nombre impair e qui puisse donner sin me®=o. 
il en résulte que , parmi tous les arcs du même sinus et du mémo 
cosinus donné, il n’y en a pas un seul auquel les formules ordinaires 
puissent convenir. Il n’y a donc que nos formules générales qui soient 
applicables à tous les exposant possibles, et à tous le s arcs d’une même 

taugente donnée ï. 

3 ■ . Mais si l’on vent se borner aux valeurs de coamx et sin mx, 
uniquement relatives à Parc simple que l’on considère, on n’aura 
qu’à faire, dans nos formules, e = o, pour le cas de x plus petit 
qu’un droit, et l’on aura les formules ordinaires ; d’où Pou voit 
d’abord que ces formules conviennent à un exposant «juelconque, 
pourvu que l’angle soit inférieur à l’angle droit. 

V • I . il , .... 

3a. Ensuite, pour un arc de cosinus négatif, on fera c— 1 , ce qui 
revient à considérer dans la formule i’arc <nr — x plus grand qu’un 
droit ; et l’on aura ' ' “ 

cosm^ — x) — n(coswsr . S„ — sinmca-.S), 
sin m{nsr — x) = n(sinm<ar . S„-+- cos m®.S), 

qui ne reviennent plus aux formules ordinaires. D’où l’on voit que, 
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meme en se bornant aux valeurs relatives à l’arc simple , les formules 
ordinaires se trouvent fautives , quand le cosinus de cet arc est 
négatif. 

. . . , ’ j i.i • i — v ‘ * *i*i :*» H! . • • ■< • 

IY. 

. ' ■: ' ' ’ 

Développement des mêmes fonctions cosmx et sinmx par les 
puissances descendantes du cosinus de l'arc simple x. 


33- Au commencement de ce Mémoire , nous avons développé 
cosmx et sinmx en séries suivant les puissances ascendantes du cosi- 
nus de l’arc x que l’on considère: mais les géomètres ont aussi donné 
des formules pour développer ces fonctions par les puissances descen- 
dantes de 1a même variable, ce qui présente de nouvelles difficultés 
qui méritent un examen tout particulier. 

En supposant l’arc x plus petit«qu’un droit, et par conséquent 
le cosinus p positif, on a trouvé plus haut les séries exactes 

cosmx = p m S., sinmx = p m S, 

' ' t ‘ !> . s . î ... 

qui contiennent les puissances de p et q mêlées ensemble : or, au 
moyen de l’équation q' =. i — p *,o n pourrait faire disparaître toutes 
les puissances paires de q , et il viendrait deux séries qui procéde- 
raient suivant les puissances descendantes de p ou cosx, ce qu’il 
s’agit d’obtenir. Mais , comme il serait diffi cile d’arriver à des séries 
régulières, par la simple substitution, on observe qu’en vertu des 
deux équations connues 

a cosx . cosmx = cos(m -f- i)x -}- cos(m — i)x, 
acosx. sinmx = sin(m-t-i)x + sin(m — i)x, 

p ;i 

les cosinus et sinus d’arcs multiples forment toujours deux séries 
récurrentes dont l’échelle de relation est acosx, — i. Ainsi, en 
partant des deux premières valeurs de cosmx et sinmx pour m= o 


Digitized by Google 


DES SECTIONS ANGULAIRES. 


4 * 


et m= i , il est facile de s’élever aux autres, et de fermer deux 
tables qu’on peut étendre aussi loin qu’on vent, et d’où l’on tire 
les deux formules suivantes 

1 

cos mx = p m Ja" - ‘ ■*— p -f- — - . a" -5 p — etc., j 

sin nue = p"[ ~ — ( m — a) a**~ ) a*~*p — etc.} 7. 

(Voyez le Mémoire d’Euler, Nova Acta Petr., tome IX, et le 
Calcul des Fonctions de M. de Lagrange, Leçon X). 

34- 11 paraît que ces formule» n’ont été trouvées que par tâton- 
nement; mais on peut les démontrer a posteriori, en faisant voir 
que, si elles se vérifiaient jusqu’à un entier quelconque ni, elles 
s’étendraient au nombre m-f- 1 ; d’où il résulte qu’elles conviennent 
à un entier quelconque. (Voyez le Calcul diffèr. de M. Lacroix). 

Mais, par la manière même dont ces séries sont obtenues, on peut 
douter qu’elles soient applicables à un exposant m fractionnaire: 
on trouve même que, dans le cas de m entier et positif, ces séries 
vont à l’infini, et que, si l’on tient compte de tous les termes, elles 
donnent, pour cos mx et sinmx, des valeurs fausses. 11 est vrai que , 
par la nature des tables dont ces séries ne sont que les termes géné- 
raux, on ne doit aller, dans ce cas, que jusqu’aux terme» qui con- 
tiennent des puissances positives de p. Mais, comme les termes qui 
suivent, dit M. de Lagrange, ne sont pas nuis, on ne voit pns, 
a priori , pourquoi on les doit rejeter; et l’on voit encore moins ce 
que la formule exprimerait en ne les rejetant pas : difficultés singu- 
lières que l’auteur se propose de résoudre dans la Leçon suivante. 

f 

35 . Euler est le premier qui ait reconnu et corrigé cette espèce 
d’imperfection des formules dont il s’agit, et il a fait voir que, pour 
être générales et nppUcabtes à toutes les valeurs de m, elles devaient 
être complétées par des formules toutes semblables , mais où l’expo- 

6 
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tant m est négatif. M. de Lagrange, danj la Leçon XI* de l'ouvrage 
cité, parvient, par une analyse à peu près semblable, à cette même 
conclusion. De sorte que, si l’on représente, pour abréger, la pre- 
mière série />*• | a** * — -f- etc. J par p“O m , et la même 

série où l’on changerait m en — m, par p~ m 0 _„, on a pour le déve- 
loppement complet de cosmx suivant les puissances descendantes 
de cosx , la formule générale 

• cosmx s= jTO* <+■ *0_„. 

36. Maintenant t>n voit que, si m est un nombre entier, celte 
formelle, quoique prolongée à l’infini, revient toujours à une forme 
finie , par la destruction mutuelle de tous les termes qui contiennent 
des puissances négatives de p ; de sorte que le résultat est le même 
que celui qu’on obtiendrait par la simple aériep^O., en n’y conser- 
vant que les puissances positives de p ; ce qui s’accorde parfaitement 
avec ce qu’on a vu plus haut. 

Mais, si m est fractionnaire, dit M. de Lagrange, les puissances 
négatives de p ne se détruisent plus, et la réunion des deux séries 
p" O. et /?“** 0_„ est nécessaire à l’expression complète de cos mx. 

< • ' * 
3ç. QuaBt à sin mx, si l’on différencie la formule précédente 

par rapport à x, on trouve, en observant que ^ est égal à — <f , la 

formule 

sin mx = ç(p m I» . .., 

. . .. ;■ ;« ' ‘ 

où je désigne parp"l., la série p"j a— 1 ^ — (m— 2),3' _s ^+ etc. J, 

et par , 1a même série où l’on change m eu — m. Et l'on 

doit appliquer à cotte expression tout ce qu’on a dû de la prennéra 
relative â ooamac.t .««J .< ».j ; *.’«• •» 

■1 
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Imperfection des formules précédentes. 


38 - Telle» sont donc, d’après Euler et M. de Lagrange, les véri- 
tables formules générales qui expriment 00s mx et sinmjp par les 
puissances descendantes de p ou cosx. 

Mais, quoique ces formules paraissent assez bien établies, et même 
qu’elles se vérifient pour un exposant entier quelconque, on va voir 
qu’elles sont tirées d’une analyse défectueuse , et qu’elles n ont pas 
du tout la généralité qu’on leur suppose. 

Et en effet , pour les démontrer ^ on considéré d’abord 1 expression 
générale de cosmx , qui est 

(/>+ vV —"«)“+ ( p — Vp'— 0" 

cosntx = -t j-* > 

et l’on observe qu’il n’y a plus qu’à trouver le développement des 
binômes suivant les puissances descendantes de p. Or, par une ana- 
lyse qu’il est inutile de rapporter, on trouve iFabord , pour le pre- 
mier (p + Vp l ~— 'Y> ce développement général 

(p + s/p^Y^W— m(yp)^ + ^—^(^p) m --*== a p* 0 ~ , 

et changeant m en — >01, o » a tQiU desmfo celui de \p+ Vp'~ l )“"> 
qui équivaut à — vV“~ 1)’ : d’où l’on conclut sus-fochamp la 
formule générale dont il s’pgit* 

Mais, sans revenir ici sur le» calcul» d’Euler ou de Lagrange, 
ou peut reconnaître au premier coup-d’qeil que fie développe- 
ment de {p+ \/p % -^\y est tont-à-ifoàt fautif dans la question 
que l’on considère. Car, p ou epsm étant ipi essentiellement plus 
petit que l’unité, (/> + vV‘— 0“ 9 nécessairement toutes les va- 
leurs imaginaires, fondis que la séyc a pTO^ 9 an rooips une valeur 
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réelle. L’équation (p-\-Vp‘ — 1)"= a/?"O m ne peut donc ici avoir 
lieu; et si l’on veut remonter à la source de l’erreur, on verra 
qu’elle est dans la supposition tacite de 1. Dans l’analyse 
d’Euler et dans celle de Lagrange, on détermine même le pre- 
mier coefficient de la série par le cas particulier de p égal à l’in- 
fini; ce qui répugne tout-à-fait à la nature de la question. A la 
vérité, on peut trouver ce même coefficient d’une autre ma- 
nière, en cherchant, par le binôme de Newton, le premier terme 
du développement de {p -f- S/p* — i )“ ; mais le vice du calcul y 
est toujours le meme; car, pour avoir ce premier terme, on com- 
mence par réduire le radical \/p ‘ — i , qui est ici imaginaire , dans 
la série 

■ i » 5 14 4a 

P a p (a p )‘ (a pf (a P y (a p)i (a/») 1 ' etC ‘ ' 

qui est toute réelle, et par conséquent iàulive, à moins qu’on ne 
suppose p>i. Ainsi, dans toute cette analyse, on suppose tou- 
jours p ou cosx plus grand qne l’unité. Il est possible que, dans ce 
cas, la série zp* O, soit le développement exact de (p-\-\Zp‘ — 1)” 
(et cela même est vrai); mais 1 ne pouvant plus représenter un 
cosinus, l’expression (p-f- Vp‘— 1)* ne peut plus répondre à une 
quantité de la forme cos mx-f- \/ — 1 sinnur; et la formule géné- 
rale qu’on a tirée de ce développement cesse d’être applicable aux 
lignes trigonométriques dont il s’agit. Elle ne peut plus convenir 
’ qu’à des cosinus d’angles imaginaires; ou plutôt, comme on le verra 
plus loin , elle convient à des abscisses de secteurs réels considérés 
. dans l’hyperbole équilatère. 

39. Cette étrange hypothèse de p=.a>, dont Euler lait usage 
pour déterminer les coefficiens de sa formule, n’a point échappé à 
ce grand géomètre, qui en fiait expressément la remarque à la fin 
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de son Mémoire. 11 avoue que ce cas particulier dont il s’est serv^, 
et qui est si contraire à la nature des choses, peut rendre les for- 
mules fort suspectes : mais si l’on fait attention, dit- il, que le 
développement de l'expression (/> -f- vV* — i)“-f-(/> — \Zp' — j)* 
est d’abord établi d’une manière générale, et sans aucune idée 
d’application à la théorie des angles, tous les doutes doivent s’éva- 
nouir d’eux -mêmes, surtout quand on observe ensuite que la 
formule s’accorde si bien avec la vérité. 

40. Mais il faut convenir que ce raisonnement ne lève aucun 
doute. Car, en supposant même que la formule se vérifie dans les 
applications (ce qui n’a pas lieu), il resterait à voir pourquoi une 
formule, tirée d’une analyse qui suppose nécessairement p> i , 
serait encore bonne et applicable lorsque p est < i , et peut ainsi 
répondre à un cosinus. 

S’il en était ainsi, il faudrait prouver que celte supposition de 
p > i , qui est actuellement nécessaire pour l’exactitude de cha- 
cune des deux équations 

(p -f- V>*— *)“-= a • p m O m , 

(p + Vp‘ — 0“" = t-p— 0_„, 

disparaît d’elle-même dans l’addition de ces formules, de manière 
que la formule résultante est également applicable aux cas de p > 
ou < 1 . C’est, en effet, ce qui arrive dans le cas où l’exposant m est 
un nombre entier positif ou négatif, comme je vais le faire voir 
tout à l’heure; mais c’est ce qui ne peut plus avoir lien dans le cas 
de l’exposant m fractionnaire. 

41. Pour le démontrer, je suppose qu’ou développe, par la for-' 
mule de Newton, la puissance m' du biftome p -f- \'p‘— i , on 
aura d’abord, en séparant la partie rationnelle de la partie affectée 
du radical, 
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m.m — i 


0 +vV-,)"=< •+ 


[p m -i — -J— 

m.m — i . m — 2 . m — 3 


a .3.4 

+ V P '~ « {mp*- 1 -}-- 


P* _< (/)*— O' + Ctc. 
X 


a. 3 


0+etc.j, 


on aura de 'même 


{p—Vf — «)"=> 


. m.m — 1 . m — 1 . m — 3 ,, . 

4. ^ p~< (,*_,)• 4. «b-. 


—V / p ‘— i a - 'y - -? —*(/>•— O+ctc.} 

Si l’on ajoute ces développenjens , la partie affectée du radical 
[/ p ‘ — i disparaît, et il vient simplement 

(p + VV—i)’ + (p— V'V— ')" 

= * \p“ + p— * (p*— i) + — m ~ ~^ p“~* (p*— i )» 4- etc. | , 

équation parfaitement exacte, quel quo soit m, et quel que soit p 
plus grand ou plus petit que l’unité. 

Si, avant de faire l’addition des deux expressions précédentes, on 
avait substitué au radical \/p*—\, le développement 


p — — -r~\ — etc., 

ap (ap)’ (a pŸ 


qui n’eat légitime qu’autant que p est > i , les parties provenantes 
de ce radical développé ne s’en seraient pas moins détruites dans la 
somme des deux formules, et par conséquent on pourrait encore y 
supposer sans erreur ^quantité />< i , ou faire p= co$x, auquel 
cas le premier membre (p-f- Vp*—»)" -J -{p — \/p'- — «)" répon- 
drait précisément à acos mx. Ainsi, la fausse supposition qu’qn 
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aurait faite se serait encore évanouie du résultat, qui resterait aussi 
exact qu’auparavanf. , 

Mais, au lieu de former le développement de (j > — S/p'—^Y 
par la voie que je viens de suivre, on observe qu’on a l’équation 
identique 

(p — Vp'->Y = (?+ V>*— 1)~“» 

qui est vraie quel que soit p; et que par conséquent, pour avoir le 
développement de ( p — \/p'—\) m , il suffit de changer m en — m 
dans celui de ( p -J- V/>‘ — ij“, lequel répond à la série ifTO m , 

On a donc cette nouvelle expression de {p— V/>* — •)" 




*C p*-0 




m.ra+i .m + 2.m+3 


p O*—» )*+«*«■ 


^ 2 . 3.4 


laquelle, en y mettant, au lieu du radical Vp ' — », *a valeur 
— jj— «le.) répond à la série s /* r *"0_.«- 

Or, ce nouveau développement de (p — V/**” O"? qui ne con- 
tient que des puissances p -' *, etc., ne peut être 

identique avec le premier, où les puissances p m ~‘ y p“~*, etc. 
sont toutes differentes, à moins que m ne soit un nombre entier. 

Donc , si m est une fraction , 01 » ne peut plus dire que, dans l’ad- 
dition des deux formules 

( p + Vp' — iY — yo. Y! * ' 

(p - VP^T) = 2p~*0_ m , 

1 » < , * 1 * l 

les terujes qui projiiatment du développement de Firrelicmnelle 
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Vp' 1 se détruisent mutuellenient, et que par conséquent la 
supposition de p~> i ait disparu du résultat. 

Mais si m est un nombre entier, le second développement de 
( p — \/p' — 1 )“ ne contenant aucune puissance p~“, 
p~ m ~*, etc. qui ne se trouve aussi dans le premier, ces deux déve- 
loppemens de la même quantité seront nécessairement identiques; 
et par conséquent, dans l’addition des deux formules précédentes, * 
tout ce qui provient du développement fautif de \/p * — i dispa- 
raîtra, comme plus haut, du résultat, qui par conséquent sera 
encore applicable dans le cas où p est < i , et répond ainsi à un 
cosinus. 


4i. On voit donc par là que la formule d’Euler ne peut convenir 
qu’à un exposant m entier, auquel cas elle doit rentrer, et rentre 
en effet dans l’une ou l’autre des deux séries (A) et (À') qu’on a 
trouvées dans le premier paragraphe, et qu’on écrirait simplement 
dans l’ordre renversé : ce qui n’apprend plus rien de nouveau. 

Cependant Euler et Lagrange regardent cette formule comme 
applicable à tontes les valeurs de m ; et dans son Mémoire , Euler 
donne l’exemple particulier de m = -j, où il trouve que la formule 
se vérifie. En effet, si l’on pose, pour abréger, ap = u, la formule 
donne, dans le cas de m = ;, 


/ . i 5 • ai 

1 ' U aut/n 8» Vu ]fi«Vu 

3 cosi* = é ; 

\v~u + ■+■ SïïtTÏÏ + etc ’ 


— etc. ,1 


d’un autre côté, on a acos \ x sss v/j + ô ; or y^a -}- u développé 
en série suivant les puissances descendantes de u, donne 


V u ~^~ y u zuÿu iu'\/u 8«Vu*^*8uVu e **-> 
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ee qui est précisément la réunion des deux séries précédentes dans 
le développement de acos-;X. 

Mais il faut observer, à cause de ^ < i , que ces développemcns sont 

illusoires, et aussi fautifs que celui de \Jp' — i =/) — ^ (»/>)* — l * c ‘ 

dans le cas de p < i. Eu supposant, par exemple, un angle x égal 
aux deux tiers d’un angle droit, on a p = ± et it= i , et la vraie 
valeur de acos^x est \/ 3 , qui est <a : or, par la série, on 
trouverait 

acosix= i + t — l+ï — f + t— 7?+fg — etc. toujours >a, 
ce qui est lout-à-fail faux. 

Ainsi, cet exemple de = j est une nouvelle preuve de ce que 
j’ai avancé; et les formules dont il s’agit ne peuvent être exactes, 
dans le cas de m fractionnaire, que lorsqu’on suppose p^> i. Alors 
les séries sont convergentes, mais, comme je' l’ai dit, elles ne répon- 
dent plus qu’à des sections considérées dans l’hyperbole, et c’est ce 
qu’on verra au n° 5 a. 

43 . O11 a vu plus haut que, si m est un nombre entier, la fausse 
supposition de p > .1 disparait dans l’addition de nos deux séries 
et op~“ 0 _„ : mais il est évident que la même chose n’a pus 
lieu quand , au lieu de la somme, on prend lu différence de ces deux 
expressions. Ainsi, mèinc dans le cas de l’exposant entier, 011 u’a 
point l'équation 

1)” — (p — V>*— ')" = 2p m O m — *p~ m 0 _„, 
à moins qu’on ne suppose p > 1. On ne peut donc avoir 
av/ — 1 sin mx = np“O m — op— 0 _«, 
cl il faut rejeter cette expression de irinlMX, non point par la raison 
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qu’elle serait embarrassée d’imaginaires, mais bien parce qu’elle est 
tout- à-fait fausse. ‘ • 

44- Quant à l’autre formule qu’on a donnée pour sin nue, et 
qu’on obtient sur-le-champ , par la simple différentiation de celle 
qui exprime cos mx, il faut lui appliquer tout ce que j’ai dit de cette 
dernière , et en conclure qu’elle ne peut être elacte que dans le cas 
de l’exposant m entier. 


Recherche directe des véritables formules. 


45. Après avoir montré le défaut des séries précédentes, il nous 
reste à chercher directement les véritables (si toutefois ces formules 
générales sont possibles), et à dissiper tous les nuages qui pourraient 
encore obscurcir ce point d’analyse. 

Or, eu considérant d’abord cosmxr, nous avons trouvé plus haut 
la série exacte 


cosmx 


= ^-{1 — ■ 


<c_ , 
V 


m m — -i . m — a . m— *3 


% m— 3 » 

1 — ■?—'") 


où l’on a < 7 *= 1 — p *, q*= i — a P'-fP*> 9*=i — 3p‘+Zp* — p *, etc. 
11 ne reste donc qu’à substituer ces valeurs de q’, q*, q ', etc. , et à 
ordonner toute la série par rapport aux puissances descendantes 

P", P m ~\ P’~\ etc. 

Or, si l’on fait, pour abréger, 

= —374 ==b > a.3.4.5.T-= c » etc .» 

et si l’on représente la série cherchée par 

cos mx — A p" — C/y* -4 — D p"~' -f- etc. , 


ou trouve, pour les coeffiçieus successifs, A, B, C, D, etc. 
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A = i-j-a + i-f-c-f-rf+e-j* elc. , 

B = a 4 * ih -f- 3c H - 4- 5e 4“ €>/ — elc. , 

= £-f- 3 c + G<f-f- 10e 4 - i 5 f + 21g + etc., 

^3 . D = c -f- \d+ 10e 4 - 30 f -f- 35 g 4 - 5 üA + etc > 
etc. , etc. , 

cocflicieus dont la composition en a, b, c, d, e,J\ etc. est évidente; 
mais dont il s’agit maintenant de trouver l’expression finie en fonc- 
tion de l’exposant m. 

Four cela , j’observe que le premier coelficient A , si les termes 
successifs i,a, b , c,d, etc. en étaient respectivement multipliés 
par i, J, J', J 3 , T 4 , etc., deviendrait 1 -f-rt/ > -t-/y'* + ç^ 3 4 -etc. 


c’est-à-dire , 
qui équivaut à 


< + 


m.m — 1 


m . m— 1 . . m — 3 

4 


3 ^ 2.3 

O+Kry-Ki— Kr)“ 

2 


jr‘ + etç. , 


Y, 


de sorte que A est précisément égal à cette fonction Y quand on 
y fait_y= 1 . Et il est facile de voir que les autres coelliciens H, -C, 
. D, etc. se trouveraient de la même manière par la différentia - 
tion successive de cette fonction. Et en effet, on aurait 


« -f a J + b J‘ + cf 4- djr* + ef 4 - etc. = Y, 

a 4- + 3çr* 4- $df 4- $<-7* 4- 6 /r> 4 - etc. = , 

A + 3c4-6r/r‘4- îoêy’-f- • 5/ÿ 4 4 - etc. = ^ ^ , 

1 cV Y 

c4-^“H »oey*4- 30 ^ 4 - etc. = 73 . jp, 
d 4 - 5ey 4 - i5/ r *4- etc. = -1^ . JI-, 

etc. , etc. 

Or, si l’on fait 7 = 1 , les premiers membres de ces équations de- 


7 -- 
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viennent les coelficiens A , B, ^C, ~ D, etc. de notre série ; d’où il 

résulte que les valeurs de A, B, C, D, etc. en fonction finie de 
l’ex posant m , sont les fonctions dérivées successives de la (onction 

Y = ^ 1 ^ ^ , où l’on fait ensuite y= i, et que je 

dénoterai simplement par (Y), (Y'), (Y"), (Y”), etc. 

Ainsi l’on trouvera de cette manière : 

A= (Y) « ;{ a -+o-}, 

B = (Y') = p {m(a— 1 — o— )}, 

C = (Y") = p ) m.m — i . (2— o—) — m(a— — o— )} , 

D = (Ÿ' # ) = ~[m.m — 1 . m — a.(a“ — 5 — o“ — ’) 

— 3 m. m — 1 . (a" - * -f- o" - *) -f- — o“ - ')}, 

E = (Y”) = p [m.m — 1 .m — a .m — 3 . -fe- o“ _< ) 

— Gni.m — 1 .m — a . (a“ —s — o“ — 3 ) 

-|- i 5 m.m — 1 . (a - — *-{- o“ - *) — i 5 /n(a“ _l — o" - '}}, 
etc., etc., etc. 

46. Telle est la véritable expression aualy tique des coefiiciens 
A, B, C, D, etc., et dans laquelle il faut conserver les termes o”, 
o" -1 , o" - *, etc., parce que chacune de ces puissances de zéro reçoit 
une valeur particulière, qui est l’unité, ou zéro, ou l’infini, selon 
que l’exposant de cette puissance est nul, positif ou négatif. 

On aura donc, pour le vrai développement de cos mx suivant 
les puissances descendantes de p ou cosx, en supposant toujours 
l’angle x plus petit qu’un droit, et ne considérant que la seule 
valeur de cos mx , qui est relative S cet arc simple; on aura, dis-je, 
la série générale 
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«<**»*= (Y )p m - (Y>— + i(Y'V 4 - ^ (Y>— + etc, 

où (Y), (Y'), (Y"), etc. sont les fonctions dérivées successives de la 
fonction Y = , dans lesquelles on fait /= i. 

47- Maintenant, si l’on suppose m égal à un entier positif, o, i , 
a, 3, 4, etc., on voit que notre série s’arrête d’clle-mème, comme 
cela doit être, et qu’elle donne la valeur exacte de cosmx. 

Ainsi, pour les deux premiers nombres 777=0 et 777 = 1 , on 
trouve que le premier coefficient seul a une valeur finie’ et que 
tous les autres deviennent nuis. 

Pour 77i = i et 777 = 3, il n’y a que les deux premiers coefficiens 
qui subsistent, et tous les autres s’évanouissent. 

Pour 777 = 4 et 777 = 5, il n’y a que les trois premiers coefficiens 
qui subsistent; et ainsi de suite, à l’infini. 

48. Mais si m est une fr-action, la série ne se termine plus; et 
même les premiers coefliciens de cette série ne demeurent finis qivau- 
tant qu’ils ne renferment pas encore dans leur expression , de puis- 
sance négative de zéro. Ainsi, pour m compris entre o et t , il n’y 
a que le premier coefficient qui reste fini; pour m entre i et a, il 
n’y a que les deux premiers coefficiens qui restent finis; et ainsi de 
suite. Au-delà, tous les coefficiens deviennent infinis, et la formule 
est illusoire. 11 en est de même pour les exposons négatifs. D’où je 
conclus que ce développement de cos7ttjt par les puissances descen- 
dantes p“, p m ~ % , etc. du cosinus p de x, n’est vraiment possible et 
applicable que lorsque m est un exposant entier positif; auquel cas 
il rentre dans le développement de cos nix par les puissances entières 
et positives de p. 

49- Une chose digne de remarque, c’est que, si dans l’expression 
analytique de nos coefficiens A, B, ^C, . D, etc., on négligeait 
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tous les termes en o", o" o“~ *, o” -s , etc., en les comptant comme 

nuis, ou trouverait précisément les coefliciens de l’ancienne série 
ro ml savoir : 



tn . m — 4 • m — 5 _ 

— rrs — » elc - 


D’où l’on voit d’abord pourquoi celte ancienne série donne tou- 
jours pour connue des valeurs fausses : et en second lieu, pourquoi 
dans le cas de m entier elle donne une valeur exacte si l’on n’y 
prend que les termes qui contiennent des puissances positives de p-, 
car cela, revient à rejeter de la véritable expression tout ce qui s’y 
trouve alors exactement nul. 


5o. Par une analyse toute semblable à la précédente, on peut 
trouver le développement général de siu mx par les puissances des- 
cendantes de p. Car on a d’abord 


tmmx—q.p m ' 


d’où l’on peut éliminer, comme plus haut, toutes les puissances 
paires de q. Or, si l’on représente le résultat ordonné par la série 

siu mx = Ap* - ’ — B/)" - * -f- ^ Cp“~* — “ . Dp" - ’ -f- etc. J , 

et que l’on considère la fonction Y = , on aura 

Â, B, C, D, etc. respectivement égaux aux fonctions successives 
■” d Y d* Y 

Y ’ V’ W" d?' etC ‘ qU8nd ° n y fcit - r= '■ Ce qU ‘ d0nn ® 


A=(ï)=j( a --o "), 


B=(Ÿ')=^{m(a— ‘+o— ) -(a"— o")| , 

i.(a— — o—)— : 3m(a— ’-fo— ‘)+3(a--<r)}, 

D=(Ÿ"') = ^c., - 


* 
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et l’on appliquera à cette formule de sinnur tout ce que j’ai dit de 
la première. 

5i. On pourrait ensuite compléter ces formules, comme dans Je 
paragraphe précédent, afin de les rendre tout-à-fait générales, c’est- 
à-dire applicables à tous les diflërens arcs x qui peuvent répondre à 
un même cosinus donné p , positif ou négatif : d’où l’on verrait que 
la réunion des deux séries précédentes est nécessaire en général à 
l’expression complète des fonctions cos mx et sin mx. etc., etc. 

Mais en voilà' beaucoup, et peut-être trop sur ce sujet, puisque 
ces séries illusoires, ou divergentes de leur nature , ne peuvent être 
appliquées aux sections angulaires. 

5a. Toutefois, il est nécessaire de confirmer ici ce que j’ai avancé 
plus haut sur la nature de la série ap*O m . J’ai dit que cette série 
n’était le développement de l’expression (p ■+■ \/p % — i)", que dans 
le cas de /?> i : c’est ce qu’il est facile de voir directement par 
l’analyse précédente; car on a 

(p 4 . V>‘— 1 )“ = A p" — Bp—‘ -+- 1 Cp — < — ^ Dp—' + etc. 

4 -X/p 7 -— i{Ap m ~' ® B^" _ 3 4 -ic^ l "- i — etc.} , 
et, si l’on met, à la place du radical \Zp‘ — î , ce développement 

— i a 5 a. i 

P a p a 1 p i 2 s fA a ’.p* a >.p> "* etc. , 

qui suppose nécessairement p > i , on trouvera, en ordonnant toute 
la série par rapport aux puissances /T, p*~‘, fT~*, etc., 

P + Vp'— 0* =p-(A4-ï) — p— (B4-g'4-IÏ) 

+ P \-T~ + * — g A) — etc. 

Or, par nos valeurs générales de A, B, C, etc. Â, B, C-, on trouve, 
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en effaçant ce qui se détruit, 


(A.+ A) = a**; a) = ma—; 

(C+l+B ■ j) _ 


m — 3 ^ , 


etc. , 


et paY conséquent, on a 

(p + >/p'—i) m = (?PÏT— m(ip]r~* + — a — (a p)~~* — etc. 
— a 

Ainsi, il n’y a aucun doute que cette série ne soit le développement 
exact de {p-\- V/’* — *)"> m:l ‘ s seulement dans le cas de i. 

I) résulte de là que la double formule 


(p + Vp'- ■ ± {p - Vf^zlL = r o m ± o_» 


ne convient point au cosinus ou sinus dn multiple rnx d’un angle x 
dont le cosinui est p et le sinus \/ 1 — p ‘ , mais bien à l’abscisse P 
et à l’ordonnée y'p* — ! d’un secteur hyperbolique mp, multiple 
d’un secteur <p dont l’nbscSe serait p , et l’ordonnée, \Zp‘—i. 

lin effet , en nommant ai le double de ce secteur f>,oua, comme 
on le sait, dans l'hy pci.iole équilalère, a> = l(p -f- \/p % — i); d’où 
l’on tire c“ =p \/p‘ — i , et portant, e - * =p — \/p ' — i. Ainsi 
l’abscisse p et l’ordonnée \fp % — 1 répondantes au secteur (p, sont 

exprimées par - — et - — — — . On aurait donc de même, pour 

l’abscisse P et l’ordonnée , qui répondraient au secteur mp, 

les expressions 


i „ — mm 


t mm +t 


— P, et 


= v/l" — i ; 


* 


Digiti^ed by Google 




DES SECTIONS ANGULAIRES. 5? 

mais ou a em»= (/>-}- \/p ‘ — i)“ et é~ mm z= (p — Vp‘— i)“; 
et par conséquent, 


( /> -t- \/ p' — » )“ + (p-vV-T)" _ 

2 — r > 

(p + Vp^'Y — {p — Vp'— ■ )" _ v 
2 

Ce qu’il fallait démontrer. 


53. Il résulte de toute celte analyse que, dans le cercle, on ne peut 
développer l’abscisse on l’ordonnée d’un secteur multiple (pie par les 
puissances ascendantes de l’abscisse p < i , qui répond au secteur sim- 
ple; et c’est ce qu’on a fait nu commencement de ce Mémoire. Que, 
dans l’livpcrbole, l’abscisse ou l’ordonnée d’un secteur multiple doit 
être développée par les puissances descendantes de l’abscisse p > ■ , 
qui répond au secteur simple. Enfin , qu’il y a un cas où la même série 
convient à la fois au cercle et à l'hyperbole, selon qu’on y fait 
/>< ou >i : c’est celui de l’exposant ou multiple m égal à un 
nombre entier. Alors on a des séries terminées de même forme, et 
où l’on ne voit d'autre différence que l’ordre dans lequel les termes 
s’y trouvent écrits. Ainsi, quand m est un eutier, la même formule 
peut servir à la multiplication des secteurs circulaires ou hyperbo- 
liques, ou, si l’on veut, des angles et des logarithmes. Mais si m 
est une fraction, il faut des séries différentes; l’une, pour le cercle, 
et qui procède par les puissances ascendantes, l’autre, pour l’hy- 
perbole, et qui procède par les puissances descendantes de l’ab- 
scisse p qui répond nu secteur simple que l’on considère. 
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Développement d’une puissance quelconque du cosinus ou sinus 
d'un arc, par les cosinus ou sinus d’arcs multiples. 

54- Passons maintenant aux formules réciproques des précé- 
dentes , c’est-à-dire à celles où l’on développe les puissances du 
cosinus ou du sinus d’un arc en une suite de cosinus ou de sinus 
d’arcs multiples : transformation toujours possible, et qui est, comme 
on le sait, de la plus grande utilité pour l’intégration des fonctions 
circulaires. 

Soit donc, en premier lieu, la fonction y = cos“J: , qu’on se 
propose de développer en une série de cette forme : 

y = Acosnx-+- B co s(« — i )x-4-Ccos(n — a)x-|-Dcos(r» — 3)x-J-ctc., 

où il s’agit de déterminer les coelficiens A, B, C, D, etc. ainsi que 
le nombre n. 

En suivant encore ici l’analyse de M. de Lagrange, on tirera de 
l'équation proposée yz=i cos“x, l’équation différentielle on la dé- 
rivée du premier ordre 

my sinx -f-j^cosx = o. 


et y substituant, pour_y et jd, leurs valeurs tirées de la série précé- 
dente, on verra qu’on peut satisfaire entièrement à l’équation diffé- 
rentielle , en posant n = m, B=so, D=o, etc.. 


et 


C 


= m . 



E 


m . m— i 
2 


•A, 
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et que, pàr conséquent, on peut toujours supposer, quel que «ou 
l’exposant m, l’équation 

ooi>“x = A { cos mx-\-m cos (m — a)x H 5 -^ cos ( m 4) jc + ctc - } • 

où le coefficient A est encore indéterminé et dépend de la nature 
de la fonction développée eos"x. 

Pour déterminer la valeur de cette constante, M. de 1 •arrange 
suppose simplement zso, et 1 équation lui donne 

. = A { . + m + + + c tc , } = A 1 , -f i } ‘ . 

et par conséquent 

A œ ”> 

d’où, en substituant, et multiplianl par a“, il trouve 

(acos x)“ — cos mx + m cos (m — a)-aH — cos(m 4)‘ r + e * c ■ * 

•g--....- '.A A 'h f 1 , ! 

ce qui est la formule connue, qu’il regarde comme générale pour 

des valeurs quelconques de l’exposant rn. 

55. C’est, ou reste, la même expression qu’Euler avait donnée 
dans le tome V des Nouveaux Commentaires de Pétersbourg. par 
une analysa encore plus simple, et qui n’étant fondée que sur la 
formule de Newton et celle de Moivre, toutes deux applicables à 
des exposans quelconques, ne parait laisser aucun doute sur la géné- 
ralité de l’expression dont il s’agit. Cependant, nous allons voir 
que cette formule est incomplète, et qu’elle présente le même défaut 
que j’ai déjà relevé dans les articles précédens. 

Mais, avant de rectilier ce nouveau point de doctrine, je dois 
observer qu’on avait déjà trouvé un cas particulier où la formule est 
en défaut. C’est celui de m=± et de îcï, « ét*üt la demi- 

8 .. 
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circonférence. Car, en ne considérant simplement que la valeur 
réelle du premier membre , la formule qui devrait nous donner 

3 9 * 3 

t/acos«ar = — j/a, ^onne la valeur fausse ît/a. (Voyez une Note 
insérée dans le second volume de la Correspondance sur l’Ecoip 
Polytechnique, page aia). Mais ce cas particulier, l'explication 
qu’on en donne, la formule imaginaire de cos"x qu’on substitue 
à la précédente, et qui n’est autre chose que l’une ou l’autre des 
deux expressions que donne Euler, mais qu’il ajoute ensemble pour 
en faire disparaître le radical \/ — i , ne font voir ni le défaut précis 
de la démonstration- d’Euler, ni surtout celui de l’analyse de 
M. de Lagrange ; et cette remarque particulière n’a servi qu’à 
faire naître beaucoup d’autres objections et de nouvelles difficultés 
qu’on n’a point encore résolues. C’est ce qu’on peut voir dans le 
torne 111 du Calcul différentiel et intégral de M. Lacroix (a* édition, 
pag. 6o5...6i6), et c’est ce qu’on verra bien mieux encore par 
l’analyse suivante. 

Examen de l'Analyse de Lagrange. 

$6. Considérons donc attentivement l’équatiou 

(acosx)" — cosmx-f-mros(m — a)x-f- — - cos(m — ^)x-\-eic.=P . , 

que l’on suppose vraie pour des valeurs quelconques de m. 

D'abord , il est facile de reconnaître que , si m est une fraction 

irréductible les deux membres de la formule ne peuvent avoir 

actuellement la même généralité. Car le premier, qui devient 

■ 

✓(acosx)', a n valeurs différentes, parmi lesquelles il y en a au 
moins n — a d’imaginaires. D’un autre côté, le second membre 

cos jj x -f- ~ cos C~ — a^x-f-etc., présente bien aussi n valeurs. 
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(qu'on obtiendrait en y mettant successivement, an lieu de x, les 
arcs x, x-f-c, x+ac, etc., x •+•(/»— i)c, ce qui ne change rien 


au premier membre i/(ac°sxy) ; mais ces n valeurs du second 
membre font toutes réelles. Ainsi, quoique les deux membres de 
l’équation présentent le même nombre de valeurs, il ne pourrait y 
* en avt^r que deux au plus qui fussent égales de part et d’autre; et 
Il n’y eu aurait même aucune dans le cas où, le dénominateur n 
étant un nombre pair, on aurait en même temps ensx^égatif. I.a 
formule dont il s’agit est donc défectueuse en général , et l'imper- 
fection tient encore ici, comme on va le voir, à la détermination 
incomplète de la constante A. 

En effet, si, dans l’expression générale, 

l&Jé&f .DlOa JtL/j'Al V.f* *• L-i. • ' 4 ' 

cos“x=A{cos/7!x-f-mcos(m — a)x-f- ^^ icos(m — 4)x-f-etc .}, 

’t'l 

on fait x=o, il ne vient pas simplement, comme on le suppose, 

J = A { i -4- i }“,* d’où l’on tire A = -4 : mais il vient plus gëné- 

,-ttlŒKnq ai <:!*.! UiM. ' a ^ = - 

râlement »"= A eosmo{ i -f* i}% où il fiiut remarquer que le 

f * 

facteur cosmo, dans le cas de w»=- , n’a pas seulement la valeur i ; 


mais qu’il en a encore n — i autres toutes réelles, qui sont cos - c, 

cos£ac, cos £ 3c , etc., cos £(« — î )c; ù désignant la circonférence. 

Ainsi on aurait, pour l’expression générale de la constante A 
déterminée par l’hypothèse particulière d’un arc x=o dont le 
cosinus est positif, . •> iu .. 

3.*,, „j ïL'-ssaisVi W--iA » V 

' a-co»»o » , J| 

0 f 1 yUi’ïl/l tfTVOlfWj ftrrèrt Ü iflKflïtTUr UJ|> n 

où le dénominateur cosmo a n valeurs réelles différentes, eu ajou- 
tant à l'arc o un multiple ec de la circonférence, depuis e=o jus- 
qu’à e = n — i. 
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Si, pouf déterminer cette constante , au lieu de Faire l’arc Jp±ato > 
on supposait x égal à la demi -circonférence w, dont le cosmos est 
négatif, on trouverait celte nouvelle expression 

* 

A - JtL>l 

»-co$anr* 

dont les n valeurs ne reviennent aux premières que dans le cas où et 
serait une fraction de dénominateur impair. Mais, comme dans ce 
cas même, ces valeurs ne se présentent jpas dans le même ordre, i 
mesure qu’on ajoute à l’arc o , ou à l’arc es- , plusieurs fois la circon- 
férence c, il faut, pour éviter toute erreur et toute difficulté, appli- 
quer la première expression de A, au cas général de cos JT positif, 
et la seconde au cas de cosx négatif. On a donc, pour l’expression 
générale de A, -■ - — ■..> 

A == (±,)m 

»*«ilin(«pc ce* et l) ’ 


où l’on prendra le signe =b selon que l’arc x sera dans le premier, 
ou dans le second quart de la circonférence. 

La formule complète du développemeut de la puissance quel- 
conque m du cosinus d’un arc, par les cosinus des arcs multiples, 
est donc 

(L)...(aco9 s(m -3)e4-elc.} 

. * ■ ♦* i « . - •» il i ■ 

5j. Actuellement, il faut Voir comment cette formule générale 
répond à tous les cas de l’exjwsant m entier ou fractionnaire. 

D’abord, s» m est un nombre entier, positif ou négatif, le coeffi- 
cient A qui multiplie la série, sera toujours égal à l’unité, et l’on 
aura la formule ordinaire, où les deux membres ne présentent 
qu’une seule et même valeur réelle. Ce cas n’offre pas la moindre 
difficulté. '• •’ * - > •• \‘ 
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Si m est une fraction irréductible I', le premier membre (acosa?)* 

a n valeurs. oui sont Tune quelconque d’entre elles multipliée suc- 

â i < , • ‘ 

cessivemeuPpar les ri racines de 1 unité. Le second membre nous 

1 ’O 

offre aussi n racine»» de même nature, à raison du (licteur (zfci)* 
dout il est allcclc; et jusqu’il, Jeg deux membres ije notre équa- 
tion rtous présentent le même nombre de valeurs Semblables, mais 
oela,pournne sculevnlcurdc la sene } cos m-r-f-m cos (m — avr-f-etc.}. 
Or celte série ayant elle- même n valeurs differents et toutes réelles, 
pour les diflerehs arcs,’.r, x-+-c, ar+dc, etc., ,r-f-(n — i)c de 
même cosinus, il paraîtrait maintenant que le second membre de la 
formule générale a n fois plus de valçur» que le premier, ce qui ne 
dojt pas être. Pour résoudre cette nouvelle difficulté, j’observe que 
si l’on ajoute à l’arc x qui entre dans la série, no multiple quel- 
conque de la circonférence , il faut aussi ajouter eq meme temps à 
l’arc o ou <ar, qui entre dans le dénominateur du coefficient A, le 
même multiple de la circonférence; et qu’ainsi les n valeurs réelles 
de la série répondent, chacune à chacune, aux n valeur» réelles de 
ce diviseur : de sort W I e quotient reste toujours le tnéme, quelles 
que soient les deux valeurs conjuguées qu’on emploie, et que le 
second membre enfin présente exactement les mêmes valeurs que 
le premier, et n’en a précisément que le même nombre. 

■ .«4- V-stS?. Jlliuy- i if» N»J>] U ! - .■ 

58- Telle est, je crois, la solution exacte de cette question qui 

avait embarrassé les géomètres : question délicate où l’erreur com- 
mise et la difficulté de la redresser tiennent également à l’oubli de 
cet t équivoque, attachée aux fonctions circulaires aussi bien qu’aux 
radicaux , et qui eu est toujours inséparable. Mais il est bon d’éclaireir 
et de continuer encore la formule précédente par quelques appli- 
cations. 

* 1 ’* 1 41 ® ♦ ***.*<• 

^ • • I 
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Exemples. 


Considérons en premier lieu lo cas de m=zj, et de •y- qu’on 
a rapporté plus haut, et où la formule ordinaire a paru fautive. 
Comme l’arc <tr que l’on considère est de cosinus négatif, il faut 

prendre dans la formule générale le coefficient A égal à . Or, 

cos nw 

en faisant m=j et x—œ, cette formule (L) donne 


l/acos*» = jcosj^fi-f- t) 7 } = V — 1 • l/î 





comme cela doit être. 

Si., au lieu de l’arc simple x, on mettait ce même arc augmenté 
d’une ou de deux circonférences, il faudrait augmenter aussi du 
même nombre de circonférences l’arc «w qui entre dans le diviseur 

cos j r ; cl la formule nous présenterait encore la meme valeur 

1 • * 

exacte v/ — a. 


5g. Dans cet exemple de m= j, si l’on ajoute à l’arc une seule 

fois la circonférence, le coefficient A = — ^ — r fen ne considé- 

rant que sa valeur réelle) devient simplement égal à l’unité : d’où 
l’on voit, en passant, pourquoi la formule ordinaire, qui est fau- 
tive pour l’arc x = ®-, ne l’est plus en faisant x—<rr-\-c. 

En général, pour le cas d’un arc x de cosinus négatif, et d’un 
exposant m égal à une fraction quelconque de dénominateur n 
impair, il est aisé de voir que la formule ordinaire donnera une valeur 

exacte, si l’on y met, au lieu de l’arc simple x, l’arc .c: 

et c’est cc qui sera confirmé de nouveau quand nous rectifierons 
l’analyse d Euler. 

Go. Mais si, cosx étant toujours négatif, m est une fraction de 
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dénominateur pair, il n’y a aucun arç x-f-ec pour lequel la for- 
mule ordinaire paisse devenir exacte ; comme cela est d’ailleurs 
assez évident de soi-même. Dans le cas dont il s’agit, toutes les 
valeurs de (aoos;r}“ sont imaginaires, et la formule ordinaire ne 
peut répondre à aucune d’elles; mais notre formule générale {L) 
les représente toujours avec la même précision et la pième exactitude. 

.? Sait , par exemple , ^ et x =ss <ar , et l’on trouvera. 

** C '— i { i > i *» • 

p/icos® = -î— j — jcos — ®{i -f- p/. — 5 , 

co« — w ( . ■ ) 

•n i . • 

comme cela doit être. • * 'J • 

. Considérons maintenant le caî d’itn.arc Jrt= ^ çri ht. On aura 
cos a* = sin ; et la valeur de la fonction (açosx)* sert» ici 

(acosai)” = (p/ a)“. Ainsi" la formule générale doit noua donner 

w>t- . • • . 

Or, en y substituant, au lieu de x, l’angle «, et réduisant, cette 
formule donne 




• . Av***. i'< 


— - — { cos ma> ( i • 

îosm.ô l \ 

-f- sia TT)» (m 


m.m — i , m.irt—' .m— 2,7»— 3 

m*m — 1 . /» — z , m . m — i . ■ , ra— <4 


etc.^- 

f ff» • «»— «1-^4 a \ ) 


niais il est aisé de voir que la suite , qui multiplie cosma , "n’est autre 
chose que la valeur réelle du développement de . . 

« • ' , • * v* 

■ • . C+V-Q'-Hi-l/- 0 " . ' ' . 


et que l’antre suite, qui multiplie sin met, est la valeur réelle du 
développement de 

(> + V— 0 “ — (i — V — i)- 
.... . * *V — » 
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D’un outre tôté, il est clair .qa’ on a < • 

(i rfc \Z" — i)“ = (j/a)" (cos mmdz ^ — i sium») : 

les valeurs arithmétiques des deux suites qui multiplient connu et 
sirt nim sont donc 

, (y^a^cosm®, ( j/a)"* sin mu. • - ♦ 

Substituant cas valeurs dans la formule générale, ou trouve qu’elle 
se réduit à 

• "»(•—») K / a )“ — wn.v*Tt . 

* . 4 

qui est la -vraie valeur de (acos»)“. • . 

* ■ 3 

6a. Soit encore) pour exemple, xxs ^ >9'=3a» = ?; ce qui donne 
cpsÿ-K — et sin ? = . . , 

A cause de cas? négatif, il faut prendre, pour le coefficient de 
la formule, A = ^ ; et, par un calcul tout semblable au pré- 

7 cosmw 7 7 * * 

, / *'••• * 

cèdent, on trouvera qu’elle se réduit à 

(acos?)" ss {cos mip cos ma» — sin m? sin ma*}( t/a)“, 

ou bien à • , 

. • (acos?)- = ^£{cosm(?+ * f \/2) m , . 

dont ,1® second membre , à cause de ? -f- a» == <ar , revient à 
ce qui est précisément la valeur de (acos?)“. 

J’ai été bien aise d’ajouter ces deux derniers exemples, non-seu- 
lement comme des applications particulières de notre formule, mais 
encore comme un moyen de vérifier la détermination que j’ai faite 
plu» haut de la constante A. Car on voit ici que, si l’on avait déter- 
miné cette constante par le cas particulier de x= j, dont le cosinus 
est positif, on l’eût trouvée la rdême que par le cas de x = o; et 
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3 

qu’en faisant x=t -^'Sr, de cosinus négatif, on la trouverait aussi la 
même que par la supposition d c'x—<&-, comme cela doit être. 

63. On peut multiplier ces exemples} le lecteur y suppléera. 
Mais je dois faire ici une remarque importante sur le point précis 
d’inexactitude qu’on pouvait reprocher a la formule ordinaire. 
Cette formule, comme tm voit, ne diffère de la nôtre que par un 
coefficient qu’on avait fait simplement égal à l’unité, tandis qu’il est 
en général . . 


( + ■)" 
cosm. o ’ 


OU 


(-»>" 
cas mtr ’ 


selon que l’arc proposa x est dans le premier,- ou dans le second 
quart de la circonférence. . 


Qr, parmi le? différentes valeurs de m p , il y en a toujours une 

qui est égale à l’unité, quel que soit l’exposant m. Donc , si L’on ne 
considère que des angles x plus petits qu’un angle droit, et si l’on 
n’a en vue que la seule valeur réelle et positive qu’aura toujours le 
premier membre (acosar)“, on peut dire que la formule ordinaire est 
parfaitement exacte. 

En second lieu, parmi les valeurs de il y en a toujours une 


qui est égale à l’unité, pourvu que m ne soit pas une fraction de 

dénominateur pair. Donc, pour un arc x de cosinus négatif, et pour 

' • 4 

rt\ égal à une fraction quelconque - de dénominateur impair, si l’on 


^n’a en vue que la valeur réelle qu’aura le premier membre (a cos a:)", 
on peut dire que la formule ordinaire est encore exacte , pourvu 
qu’on y mette, au lieu de x , l’arc de même cosinus, qui convient 

précisément à cette formule , et qui est précisément l’arc x -) — — c. 

Reste donc le seul cas de cosx négatif, en même temps que m 
fraction de dénominateur pair : alors toutes les valeurs du premier 

9 - 
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membre (a cosx)" sont imaginaires , et la formule ordinaire est en- 
tièrement fautive. Mais on peut supposer que l^agrange et Euler 
avaient tacitement écarté la considération de ce cas où (acosx)" 
n’a point de valeur réelle, ce qui fait tomber le reproche d’inexac- 
titude qu’on pourrait faire à Fa ua lyse de ces grands géomètres. Quoi 
qu’il en soit, la formule connue n’est fausse que dans le seul cas 
que je viens de signaler : dans tous les autres, elle n’est qu’incom- 
plète, car elle est vraie pour un des différens arcs x, x-f-c, 
x-4 ~2C, etc., et elle présente exactement la valeur réelle du pre- 
mier membre (acosx)". 

Examen de. C Analyse A Euler. 

64- Mais, pour ne rien laisser à désirer sur ce point, il convient 
aussi d’examiner et de rectifier l’analyse* d’Euler, qui le premier a 
donné la formule' dont il s’agit. Voici sa démonstration , qui est 
extrêmement simple ; Euler pose 

cosx -4- — i sinx = u, 

et ‘ cosx — \/ — t sin x = p ; 

d’où il tire acosx= «-+- p, et (2C06x)“3=(«-f- p)* ; savoir, en 
développant par le binOme de Newton , et observant qu’on a tou- 
jours bp = I , u*p* — i , etc. , . 

(acosx)* ss iT -f- nmT~ % -f- etc. ; 

mais le -théorème de Moivre donne 

rt * t 

u? = cos mx + \/ — « s»n mx , * 

u. m ~‘ = cos (m -* a) x -+• y/ — • i sin(m — a)x, etc. 

Substituant ces expressions de u", u"~*, etc., on trouve 

(«»»*)“ = jcojn»* 4-n»co*C>n — cos(m— 4)* -f- etc. j 

* -4- p' — i | «in m x -f- et sic (m — a) * -f- ——— 1 »ra(m— 4)* -fc- tic. J • 
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Ainsi, désignant, pour abréger, la première série par P*, et la se- 
conde par'Q», ou a cette expression générale 

(acosx)" = P, -f- / — 1 . Q,. 

« 

• « , 

Maintenant, Euler suppose qu’on change» u eu f , ce qui parait 

Lien permis dans l’équation (acosx)” = (u + *')"» et il trouve exac- 
tement par le même calcul celte seconde expression générale 
(acosx)" = P, — V — » s Q.? 

d’où, en ajoutant ces deux expressions et divisant par a, il couclut 
simplement la formule 

(acosx)" = P, = cos mx .+ m cos (m — i)x -f- etc., 

qui parait devoir être vraie pour un exposant quelconque m, tant 
qu’on la borne à n’exprimer que la valeur réelle du premier membre 
(acosx)”, lorsque ce premier membre eu a une. 

Cependant, si l’on y fait x=wet cette formule, comme 

l’a remarqué l’auteur de la note citée (n° 55 ), donne lin résultat 
inexact : il doit donc J avoir dans l’analyse et dans la formule d’Euler 
quelque défaut caché qu’il faut découvrir. 

65 . Ce défaut ne vient point, comme on l’a cru, de ce qu’Euler 
•■gale entre elles les deux expressions P*-f- y ' — 1 .Q, et P x — *|/ — 1 Q,, 
qui généralement répondent à deux racines différentes de (acosx)" : 
car, puisqu’on n’a ici en vue que la valeur réelle de (acosx)”, .il est 
bien évident que, dans l’une et l’autre expression , 

P, =fci/-r.Q.,. * 

01» regarde naturellement comme nulle la partie imaginaire 

y/ 1 .Q, ; auquel cas on doit* avoir en effet, comme Eider le 

trouve, 

(acosx)- =, P.. *■ „ 

Ainsi l’objeclioD précédente né peut être ici proposée; et elle ne 
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donae d’ailleurs aucune lumière sur le défaut précis de la formule 
dont il s’agit , ni sur sa véritable étendue. Aussi l’auteur de la note 
citée se borne-t-il à conclure a que la formule d’Euler ne convient 
» en général qu’à ‘un exposant entier; et qu’en exceptant les cas 
». particuliers où la valeur de-x rend nul le coefficient Q, de |/ — i , 
». elle induira en erreur sur la vraie valeur de (acosx)“ » : conclusion 
qui u’apprend rien, tant qu’on ignore ces cas particuliers où la 
série Q, devient. nulle, et qni, d’un autre côté, est inadmissible, 
dés qu’on vient à les découvrir. Et en effet, on a déjà pu voir, et 
je vais prouver- encore que cette série Q r est toujours nulle d’elle- 
même pour un exposant rn quelconque, et pour un angle quelconque x 
depuis o jusqu’à l’angle droit pris en plus et en moins; ce qui com- 
prend toutes les melinaisons possibles, et ce qu’on ne peut certaine- 
ment regarder comme des cas particuliers à excepter. La formule 
d’Euler convient donc à tout exposant in, tant .que le cosinus de 
l’arc x n’est pas négatif.. Mais ce n’est pas même cette limitation, 
uniquement relative à l’arc, et point du tout à l’exposant, qui pour- 
rait autorisera dire que la formule. tie convient en général qu’à un 
exposant m entier ; car celle du binôme de Pîewton , telle qu’on la 
présente ordinairement , 


. ( i -+- x)“ = ) 4-mx-t-- 


• x* 


I . m- 

7T~ 


■ x* -f- etc. , 


et qu’on regarde avec raison comme applicable à un exposant frac- 
tionnaire, se trouve, pourtant limitée d’une manière semblable. Et 
en effet, pour affirmer qu’elle convient à un exposant quelconque, 
il faut nécessairement supposer que x est compris entre — i et l’in- 
fini ; sans quoi la formule sera en défaut pour tous les exposans 
d ç dénominateur paie : et, si l’on veut que la série soit toujours 
convergente (te qui est nécessaire à son exactitude), il faut même 
que x soit compris ëtatre Y et — i. 

Ort voit donc que ce- point de doctrine n'avait pas encore été 
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approfondi, et que la difficulté qui nous occupe demeure en son 
entier. 

' - V * .. . 

66. Pou/ la Résoudre de la manière la plus claire et la plus pré- 
cise, je considère en premier lieu le cas général où cos js est positif, 
et je désigne par X la valeur Téelle et positive qu’aura toujours 
(acosx)P, quel que soit l’exposant m. On aura ainsi, pour l’expres- 
sion générale de toutes les valeurs réelles et imaginaires dé (acosx)*, 
l’ex pression X . ( i )", ou bien 


X (oos me'c + ÿ — i Sin me'c) , 

i i.*.. • 

c étant la circonférence , et le nombre e[ un entier indéterminé de- 

• . * * 

puis o jusqu’à n — i, si n est le dénominateur de l’exposant.m=: -• 

D’un autre côté, on a , suivant l’analyse d’Euler,, et pour* toutes 
les valeurs de (acos jr)", l’expression générale 
< ^ >, , . 

, . “f" V 'Qi+nl 

‘ ” - tCT e: ■f ir i .r: 

en prenant aussi l’entier e depuis O jusqu’à »• — i L 

Donc, si e et e f sont deux entiers tels que les deux expressions 
répondent actuellement à une même valeur de (acosx)”, on aura 
l’équation exacte 

X cos me'c -f- )/ — i.Xsuimr'c = P, +w -f- / — i 

• :w.S«T*'t <r^m Ù*. *.• 


où il éesle à voir quels sont ces deux entiers e et f' qui doivent 
aller ensemble, pour que les deux membres s’accordent à donner 
en même temps une même valeur de part et d’autre. . . 

Dans cette vue , j’imagine que l’arc x diminue jusqu’à l’arc o , 
dont le cosinus i est positif comme celui de l’arc x- que l’on consi- 
dère. U est évident que X devient alors la valenr réelle et positive 
de à", et que les séries P,^, et Q„ +i , deviennent en même temps 
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P„ = c6s mec 1 1 -f- m -f- j — - + ctc.j, 

Q„ = su) mec { t -+- m -f- — -4-elc.j. 

Mais la série arithmétique {• + m -f- ' •+■ etc. j est aussi la 

valeur réelle et positive-de i m . Donc, quand x devient égal à zéro, 
l’équation précédente devient en diviaaqt de part et d’autre par 
cette- même valeur actuelle de a", . ' . 

cos rhe'c -j- {/ — i sinme'c = cos mec + t/ — i sinroec; 

d’où je conclus que la valeur de e doit être actuellement la même 
que celle de e, et qu’ainsi on’ a l’équation précisé 

X cos mec -f-, — rX sinwec = P,^, -f- t/ — i . 

où le nombre e est un entier quelconque depuis o jusqu’à n — i . 

Actuellement, comme dans cette équation les parties réelles et 
les parties imaginaires sont en évidence et nettement séparées, on 
aura, en égalant la partie réelle à la partie réelle, et l’imaginaire 
à rimagipaire,’les deûi équations exactes X cos mec = , et 

X si nm/*c=±= Q, + „; d’où l’on tire . 


X = 


P, 


et 


X = 


qui ont lieu quel que soit l’entier e. . . 

67’. De cette double expression de X , concluons, en passant, que 
la valeur réelle et ‘positive de (acosx)“ peut s’exprimer indifférem- 
ment par la série des cosinus multiples, ou par la série semblable 
-des sinus multiples ; qu’il n’y a de différente que dans les constantes 

•t • m • i t V • 

ëntînëc et vurn të c i u * m nltiplient, et que ces constantes dépen- 
de» rl 'une de l’autre : ce qui donne la solution d’une difficulté de 
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calcul intégral, que M. Lacroix avait remarquée à ce sujet dans 
son ouvrage. 

On peut voir encore qu’il y a toujours, entre les deux séries 
et Q« + «, cette relation 

co s mec 

Qx^r ~ siti mec * 

de sorte que ces deux séries sont toujours dans le même rapport , 
quel que soit l’angle x que l’on considère, depuis o jusqu’à =fc l’angle 
droit : ce qui est une propriété très remarquable de ces deux séries. 

68 . Mais, poursuivre notre objet, je reprends les expressions pre- 
cedentes de X , où le nombre e est un entier quelconque, et j’y 
fuis simplement e = o. La première alors (à cause de cos m.o= i), 
nous donne simplement X = P, ; ce qui est la formule d’Euler. 
Ainsi cette formule est parfaitement çxacle et générale pour un 
exposant quelconque m, en ne considérant que la valeur réelle et 
positive de (acos x) m , comme nous l’avions déjà démontré. 

La seconde expression (à cause de sin 711.0 = 0), nous donnerait 

Q. = o, et par conséquent X = D’où l’on voit que celte seconde 

expression, quand on fait c = o, ne pourrait rieu apprendre pour 
la valeur de X; mais elle fait voir que la série Q, a cette propriété 
singulière de rester toujours nulle , quel que soit l’angle x depuis o 
jusqu’à dzd, d étant l’angle droit : ce qui vérifie l’analyse d’Euler 
entre les deux limites dont il s’agit (*). 


(*) La fonction Q I = sinmjr -f- m sin(m — a)*-f-etc. étant toujours nutlr 
pour une valeur quelconque de x depuis o jusqu’à ± </, on peut la différencier 
ou l’intégrer autant de fois qu’on voudra, entre ces mêmes limites de x, ce qui 
donnera une infinité d'équations identiques du même genre que la proposée. 

Si, par exemple, on suppose le cas de mz = — i , et qu’on intègre, on Uou- 
vera l’équation 
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69. Passons actuellement au second cas général d’un arc x de 
cosinus négatif. 

En désignant toujours par X la valeur réelle et positive qu’aurait 
l’expression (acos x)" en y regardant la quantité coax prise d’une 
manière absolue, ôn aurait ici, pour toutes les valeurs de (2C0sx)“ 
l’expression générale X.(— 1)“, ou bien 

X [«»»*(<» -j- e'c) \/ — 1 . sin ro(er -f-e'c)], 

tr étant la demi-circonférence, et le nombre e un entier quelconque 
depuis o jusqu’à n — 1 . 


■ 0 = -f- cos* — ; cos 3* -4- i cos* — - cos 7 * + etc., 

a 3 5 7 ' 

que M. Fourier a trouvée , et démontrée de plusieurs manières , dans sa Théorie 
de la Chaleur. 

Si l’on intègre de nouveau, onuura l'équation 

o = — ^* ■+• sin* sin3* ■+■ ^ . sin5* — etc., 

qui a été donnée par Euler, 
etc., etc. 

Quant à la nature de ces fonctions, qui sont nullcs pour toutes les valeurs de 
la variable dans un intervalle donné, elle n’a rien qui choque les principes 
ordinaires de l’analyse; car on peut voir ces fonctions égalées à séro, comme des 
équations qui ont une infinité de racines en progression arithmétique dont la 
raison est infiniment petite. Ces fonctions ne peuvent être actuellement déve- 
loppées par les puissances de la variable *, parce que les cocfficiens seraient 
nuis, ou infinis; mais elles peuvent être développées par une suite infinie de 
sinus ou cosinus de multiples de *, parce que chaque terme de cette snite ren- 
ferme implicitement l’infinité des différentes puissances de *, et qu’alors chaque 
coefficient peut très bien être une quantité finie et déterminée. 

C’est en effet ce qui arrive , et ce qui montre comment il peut y avoir de ces 
espèces de fonctions qui répondent à des lignes quelconques discontinues. Mais 
il faut voir les principes de cette analyse neuve et importante dans le bel ou- 
vrage que je viens de citer. 

j 1 
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D’un autre c&té, on a toujours, pour l’expression générale des 
mêmes valeurs, 1 

P*+« + V — 1 -Qi+Kt 

en prenant aussi l’entier e depuis o jusqu’à n — 1. 

Donc, si les deux entiers e et e' sont tels que les deux expressions 
précédentes répoudent actuellement à une même racine quelconque 
de (acosx)", on aura l’équation précise 

Xcosmfw+ecJ-f- \/ — 1 .Xsin c)— P, + „-f- \/ — 1 • Q, + „ , 

où il reste à voir quels sont ces entiers e et e' qui doivent aller 
ensemble pour, la correspondance parfaite îles deux membres de 
cette égalité. 

Pour cela, j’imagine que l’arc x, île cosinus négatif, devienne égal 
à dont le cosinus — 1 est aussi négatif. Il est clair que X devient 
alors la valeur réelle et positive de a", et qu’en même temps 

devient P^^ = cosm(<w + ee)| 1 -f m+ ^Hi-j-etc. J, 
et 

Qj i t devient Q t+ci . = sinm(<ig + ec)| 1 -f-etc.j; 

mais la suite arithmétique j 1 -f -m-f-— — - + etc. j marque aussi 

la valeur réelle et positive de a". Donc l’équation précédente , 
en divisant par cette même valeur actuelle de a m , devient 
cos m{tr -j- c'c) 4 - y/ — 1 sinm(<ar + e'c) 

= cos mfa -f- ec) - — t sin m ('nr -f- cc) ; 
d’où il faut conclure, pour l’accord des deux membres, que e et e' 
sont nécessairement le même entier, et qu’on a l’équation précise 

Xcosm(<sr+ ec)-+- V — • .Xsinm(<ar-f-ec) = P-+..+I/— 1 
On a donc, en égalant la partie réelle à la partie réelle, et la partie 
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imaginaire à l’imaginaire, les équations exactes 


X — cos m («•+«) et X — «inmCw + rc) 

où l’ou peut prendre , pour e , un quelconque des entiers depuis o 
jusqu’à n — i, 

70. Si l’on fait simplement e=o, il vient 


X = 


»«■ • P *> 


et 


X = — .Q„. 


Ij 3 première équation nous fait voir que la série ordinaire P, , 
pour convenir à l’expression de la valeur réelle de (acosx)" dans 
le cas d’un arc x de cosinus négatif, doit être divisée par le facteur 
cosrn-w, qui n’est plus ici égal à l’unité. 

La seconde équation montre que la série Q, est également propre 
à représenter celle valeur, en la divisant parle facteur sin mrar, qui 
n’est point nul ; d’où il résulte que la série Q, n’est plus égale à 
zéro pour aucun arc x de cosinus négatif, et qu’ainsi l’analyse 
d’Euler est fautive dans le cas général dont il s’agit. 

71. Mais si la série Q, n’est plus ici nulle pour l’arc simple x, il 
est possible qu’elle le devienne pour cet arc augmenté d’un certain 
nombre e de circonférences, auquel cas la valeur réelle de (acosx)” 
s’exprimerait encore par la série ordinaire P,, pourvu qu’on y mît, 
au lieu de x, l’arc x-f*ec qui a le même cosinus. 

Or, pour découvrir ce multiple inconnu e, il est clair qu’il faut 
chercher celui qui rendrait sin m (tr ec) — o , et par conséquent 
cos m(/nr q- ec) = ± 1 . 

Dans le premier cas de cosm('sr-f-ec) = -f- 1 , il faut que l’angle 


m('W+ ec) ou ~ («w-f-ec) devienne un multiple entier E de in r. On 

a donc l’équation ; - (i -f*2e)= anE, d’où il résulte d’abord que r 
doit être un nombre pair, et par conséquent n un impair ; et comme 
c'est premier à n, par hypothèse, il faut que E soit divisible par r, 
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d’où il résulte i -t-ae=nE', et par conséquent 

n — 1 

e = — > 

seule valeur entière, au-dessous de n — I , qui puisse satisfaire à la 
condition proposée. 

On voit donc que, pour un exposant m égal à une fraction quel- 
conque de dénominateur n impair et de numérateur pair, on a sim- 
plement 

X = P* + !L^« ^ = °> 

•i a , a 

c’est-à-dire que la série ordinaire P, convient encore, si l’on y met, 
au lieu de x, l’arc x -f- c j et que la série Q» est toujours nulle 
pour ce même arc. 

Dans le second cas, pour qu’on ait cosm(<ar + ec) = — i , on 
trouve, par une analyse semblable, que r et n doivent être tous 

deux impairs, et que le nombre cliercbé e est encore ? ; il vient 

donc, daus ce second cas, 

— X = Px + ar^ t et Qx + lr2 c = °- 

i a 

. » ; « . " 

Mais, r et n étant tous deux impairs, — X est précisément la valeur 
réelle de (acosx)“. Donc la formule ordinaire est encore bonne, 

pourvu qu’on y mette l’arc x-f- - ’■ c (*). 

• «i *«« 

■yi. Mais si m est une fraction de dénominateur pair, |i n’y a 
aucun arc «sr-f-ec qui puisse rendre cos m ('ar -f- ec) = ± i , et par 


(*) Je dois observer ici que M. CrtUe , de Berlin , était parvenu de son coté 
au même résultat : c’est ce qu’on peut voir par 1a note qu’il a donnée à ce sujet 
dans le n° VII du tome XIII des Annales math, de M. Gergonru , mais dont je 
n’ai eu connaissance que depuis la lecture ùe ce Mémoire.' 
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conséquent aucun arc x-f-ec pour lequel la série P, puisse devenir 
égale au module réel de (a casa?)"; il faut alors recourir à l’une ou 
à l’autre des deux expressions générales 

^ cosm(w -f- ec) * ^ *■*■*'* 011 ^ sin m (w *e) ' 

où l’on peut prendre le nombre entier e à volonté. 

7 3 . Par cette double expression générale de X , on voit encore que, 
dans le cas de cosx négatif, le module réel et positif de (acosar)” peut 
s’exprimer indifféremment par la série des cosinus multiples de x, 
ou par la série semblable des sinus multiples. Qu’il n’y a de diffé- 
rence que dans les constantes qui les multiplient, et que ces deux 
séries Q,^_, sont toujours entre elles dans le rapport constant 

de cos m {'ar •+■ ec) à sin/»(<sr -+• ec) , quel que soit l’arc x que l’on 
considère depuis d jusqu’à 3 d. 

* * • 

Ce cas de cosx négatif présente donc, mutatis mutandis, des 
propriétés toutes semblables au cas de cosx positif. Or, si l’on veut 
les envelopper tous deux dans une même expression, on n’a qu’à 
considérer le carré X* du module réel et positif de l’expression 
( aoos x)“, et l’on trouvera l’équation 

X* = P.* + Q.*, 

qui est à la fois applicable à tous les exposans et à tous les arcs 
possibles. 

r,5.*Si l’on veut encore rapproche» l’analyse précédente de celle 
qu’on a suivie d’abord, et revenir ainsi à notre première formule 
générale (L) (n* 56) , il suffit de remarquer qu’on a trouvé plus haut, 
pour le cas de cosx positif, X= P,; et tout à l’heure, pour le cas 

de cosx négatif, X = — - — • P, : on a donc , pour l’expression 
o 1 cos tnw 

générale de X(=fc i)“ ou de (acosx)*, la formule 
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(acosar)- 


(*»)* . P 

-t- ‘ ** » 


co» m (arc cos = :fc r) 

qui est la même qu’on avait déjà obtenue, et qui confirme ainsi 
notre première analyse. 

g-i:! *i’i n . J : U'i : ' * îf j ucu en>':' H 1 1 

76. Quant au développement d’une puissance quelconque m du 
sinus, on peut trouver sur-le-champ Une formule générale, en fai- 
sant simplement dans la précédente l’arc x égal à d — x, d étant 
toujours l’angle droit ; et il vient l’expression . 

(asin*)- = . .JÆl 1 . ua. i ' . P*_,. 

v ' co» m (arc cos — rfc 1 ) 

«jbrtet 'OnipMfs* m» îm* > nouant» i.[ ao ttiuk'.* ■ - • j» 

77. Au reste, on peut chercher directement l’expression de (usina:)*', 

comme on a cherché celle de (acoscr)"; et si l’on désigne par P, la 

série jcosmr — m cos (rH — i)x -f* ”■”* 1 cosfm — Qx — etc. j , 

■iilcoi.’) - i 3 . jt;:i üüthi rfulin itT : hh> ilüsliâiisU ttidn 

on trouvera par une analyse toutè semblable 

i.i* iiri .■ U tél ed sup . irlur 

. . (± 0 * 


(asin *)" 

■-“iTr'Ali >■ «xipf m einlA 

le signe -f- ou le aigu 


, , p 

co sm (arc «in = rt i ) * ’ 

9121 un 

■ -r« 


«ii 


première , ou dans la seconde moitié de la circonférence* 

Ou aura encore l’expression générale , illf , WX}r , ^ 

(asin*)- = . Q 

en désignant par une série semblable en sinus multiples. 

78. On trouverait aussi, en nommant Y le module réel et positif de 
(asin *)-, 1 équation! i i- :ot en su? ::ni vop 

Y* B; ; ■ : 1 'hA‘: 

qui est toujours vraie, quel que soit l are que l'on considère. 

..JKttz* »‘HÎJw4;ûié. l£i î . •». 

On verrait de même que le rapport des deux séries P, et Q. est 
constant, et toujours le même <jue celui dé cos md à drsin md, 
quel que soit * , depuis o jusqu’à dt <w. 


Ai’ 
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On trouverait nuasi^ les difierens cas où les séries P**,, et 
deviennent nulles tour à tour , pour toutes les valeurs de x dans 
les mornes limites, etc. etc. 

79. Mais nous n’irons pas plus loin dans l’explication de ces diffi- 
cultés analytiques. Ce que j’ai dit ici (et ailleurs, dans plusieurs 
Mémoires d’Analyse et de Géométrie) suffit pour corriger les imper- 
fections du même genre qu’on peut rencontrer en Algèbre. Elles 
tiennent presque toutes, comme je l’ai déjà remarqué, à ce qu’on 
n’y procède le plus souvent que par la synthèse, et qu’on ne voit 
qu’uue seule des valeurs de la fonction dont on s’occupe, tandis que 
cette fonction en a souvent plusieurs inséparables, et qui doivent 
toutes concourir à l’exactitude et à la perfection de la formule géné- 
rale. De cette vue trop particulière de l’esprit, vient entre autres ce 
délâut de calcul que j’ai relevé plusieurs fois dans les équations 
mêlées d’imaginaires, et qui est de n’y pas distinguer avec précision 
les parties réelles des imaginaires; ce qui mène, comme on l’a vu, 
à des comparaisons ou équations inexactes. Mais je laisse au lecteur 
le soin d’étendre ces remarques nouvelles, et de les appliquer aux 
autres formules générales de la Trigonométrie, à celle du binôme 
de Newton, des exponentielles, de l’arc par le sinus, etc., et d’y 
rétablir l’expression des constantes multiples qui devraient s’y trou- 
ver, pour que les deux membres de la formule fussent égaux, non- 
seulement par la valeur particulière qu’on a en vue, mais encore 
par toutes celles que comporte la nature des fonctions analytiques 
que l’on considère : car autrement, ces formules appartiendraient 
plutôt à l’Arithmétique universelle qu’à l’Algèbre proprement dite, 
qui est bien moins la science des grandeurs que celle de l’ordre et 
des transformations générales du calcul. 

' FIN. 
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